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第 一 草 矢量 代数 


本 节 焉 点 研究 矢量 分 析 由 的 符号 运算 法 。 由 于 它 是 用 矢 明代 
AIU ARRE RRI RRA, ЕВЕ ВЕН 
Т ЖЖ, АТТА Н. MARERA 
МУВИ, Мина REZY, 


1-1 ХВЮКЖГ/ я 


ЖЇР ЖЕК АЗУЛЫ. №, Je ГҮ R 
PT 8 ЯЙ МУ VF 22 R RAR р дох ЫНЫ, EAB БАЛА 
теі: а [н] 5 ЕЕ НУР. 

ЖОР Е 来 表示 ， 儿 和 何 上 , 尼 用 一 个 在 三 维 空间 中 带 第 
ЖЕЖ ЖО. 线段 的 长 度 对 应 于 它 的 天 小 ， 而 线段 的 占 向 则 
телу: ЕЕ БА ЖАГУ ТИНЫ. ЛЇК ЖОК ИРЕШ Н ЛУШ УЙ] ДУ 
图 1-1 НН ЕН. Pl ТІНЕН ІНДЕ 
ей JJI S| F ЖАН ҮЛ... ЛАЯ v, 沿 与 地 平面 成 0, 8 
PUJ ТН. E ТОНЕ, ЖАНМЕН БАННЕРА (R 


x 
Р в 


ЕҢ 1-1 о АЕ Ы, | н У АН B E Ru: BE 
v Fifa sr ЛЕ ЫК 


=) ШУ ЛЕ Қ», ОЛ, ШЕНИН vo v, SH., EATE 
ж БАЈИ адно, CAPE Е RI., JEER Р ЖИЛ 
KE EH жулу, ERAKAR ТЕ SZ Н] ЙЕ Ёл 
х 和 >: 无关。 
БИЛ ЕЕ а ЯП b НЛА КАЛЕТ ИН И, A 1-2а), 
(b) Ж (с), {Ж ГЕН ЛЭ УН ХЭ $E DATTE zÑ , BH 
с--а--Ь (1-1) 


(с) 
1-2 ЖЕНИ: a+ b = e 


RE a REER b жуан d, CME b 后 应 等 Ta. 
d 或 者 说 a 减 去 b 写成 下 列 形式 ; 


4-а-5Б5 (1-2) 
注意 ，a 一 b 是 一 个 整体 符号 。 根 后 a — b ñu. x 

4--Ь-- (1-2а) 
ТЕХ (一 5) Ж 是 一 个 大 小 和 b 一 但 И С H 
没有 减法 的 意思 )。 сқ (1-2а) РАШИ Ela. -C R АЕ Cb), 


得 
d +b+(—b)= a+ (—b) 
根据 《一 b) 的 定义 b + (—b) = 0, F, 
d—a+(—b) (1-2Ь) 
ПИЖ 5(1-239| ERE а 和 《一 by ВИЛ. 51-2) OL TH 
ЖД 1-3, 


+ Ë " 


Ё 1-3 Жани: аё-Ь-4 


由 式 (1-25) [Ж фр; KE a WERE b мела 
а)1--15 大 小 相等 、 方 向 相 及 的 矢量 。 两 个 和 拓 量 的 和 太 
ЖОН ДУ ха £ , Вр 

а-ЬВ-э-Ь-а (1-3) 
各 

a— b= —b+a (1-4) 
ҚАРА УАЛИ SIE SKP El ШЕ Е, 

ое АН ПА 1) Е], Ж-Е 7 hk — 4А 
А АЭ RJ J ЗЕ ЕНБ, НЕ ГА HJ ЕК )L 
ДАЎК ЖАБА PL ЯВ Aga. ШААН pg ЗІН Ж EGB Н х, y ЖП 
z 表示 。 大 小 等 于 1 并 指 | 向 x ЕБІН ЕРУ zx 方向 上 的 单 
位 矢量 ， 用 i яж, ИЮН j ЖЕ, ERER Ж 
奈 系 中 ,一 般 作 为 位 置 前 数 的 矢量 函数 忆 ， 可 以 写成 下 列 形 式 : || 

Е = iF + jF, + КЕ, (1-5) 
三 个 标量 国 数 F. F, ЖЕ, ЖЕ 25 АМ ij АЯП k 5 
HER EH YF,,)F, ЖІ КР, MRS F клеш, ЕЛ, 
На, 1-4。 从 图 中 可 以 看 出: F., F, Е, 可 以 是 正 的 ， 
Ha LÆRA. ВА 1-4 中 的 F, ЯП F, 十 正 的 ,但 F, EARN. 

除了 式 人 1-5) 这 种 表示 方式 之 外 , Е 的 另 一 种 有 用 表示 方 式 

МЕН E Ku (IF Же. БП 

Е = |F |( coseñ + cos) 十 соз7К) (1-6) 
АНТ, z,8 和 YY 是 下 分别 相应 与 y,y 和 k MARA ШЕ, #m 
1-4 所 示 ， 出 图 形 的 几何 结构 显然 可 见 


, 


图 1-4 ИЕМЕН 


[F| = (F: + F21 + ЕГ? (1-7 
М 


Е, Е, F, 
сег = ТЕ а cos 8 = ЇЕ|” cos y = ТЕ] (1-8) 


HR ERRA 
costa + cost? 十 со5? У == 1 (1-9) 

这 可 通过 将 式 (1-8) 中 的 三 式 平方 相 加 并 利用 式 (1-7) 得 出 。 由 式 
《1-90) 可 亚 只 有 两 个 方向 余 驴 是 独立 的 , 即 可 任意 给 定 两 个 方向 余 
反 , 第 二 个 由 式 (1-) 决 定 。 由 此 可 见 ， 一 般 来 说 共 需 如 三 个 参数 
来 确定 一 个 天 量 岗 数 。 这 三 小 参数 可 凡是 Fe F, 和 F,, 或 者 
是 ЇЕ) 和 两 个 方向 余 驴 角 。 式 (1-5) 和 (1-6) 的 表示 方式 可 以 从 
广 到 其 但 正 交 坐标 系 工 去 。 这 个 问题 我 们 在 第 三 章 中 讨论 . 

最 后 ,我 们 还 要 报 出 ,三 个 矢量 a,b,c 满足 结合 律 , 出 

а + (h +c) = (a + b) + e 

ЖЕШ ЕГ ЭН ХЕ, 


1-2 SER КЛ жын қ 


两 个 天 量 а 和 b ЖЕ a.b Жоғ. БЕУ) 
а.Б-і|а||Һі соз@ (1-10) h 


式 中 , а 和 bb ERAR, WE 
1-5 所 示 ， 因 为 这 种 乘积 的 符号 中 有 9 
“。 号 ， 所 以 它 有 时 也 称 为 点 各 ， 将 式 ` 
(1-10) 用 至 三 个 相互 正 交 的 单位 矢量 图 1-5 两 矢量 的 标量 积 : 
u, Ч, u, P, {5 a. b = |а|} 16| соб 
Ын тн і,)| = 1,2,3 (1-11) 
a + b 的 信也 可 以 通过 a 和 b ДІ ХЕ НО M 
Жол. ФИЯ НЫ 52 ЕН A, + с = a — b, 
Т 
[с | = ја — b|? = |а + |b|? — 2|а| | созб 
由 此 得 
а.Ь-(а|Ь|со50-01812:15) шин ja — b|? 
а, а, Ба +В + bt b — (a, — b, 
— (a, — b, — (a, — h, Y 
2 
— a,b, + а,б, tab, 
= g,b, + 6,а, + б.а, 


=... (1-12) 
将 式 (1-10) 和 (1-12) 等 问 起 来 ,我 们 得 到 
1 
cosh = ——  — (a,b, + ab, + а,Ь, 
аъ © ? 
= cosSæ, cosa, T С0858,С058,-Г сов7,сов?; (1-13) 


记 是 一 个 解析 几何 学 中 众所周知 的 关系 式 。 


下 面 我 们 炎 证 明 标 量 积 所 满足 的 分 配 德 , 即 
А.(В,--В,)--А.,В,-- À · B, (1-14) 

5 В ~ B+B, FE В,В,, B, 在 А XAR А (іу ЕУ! 

п 55 E B',B:,B;, 1 1-6 所 示 ， 由 B, В, 和 В 所 组 成 


图 1-6 B.B,.B, ХЕ А 218) BJ Er g 


的 三 角形 是 一 个 三 维 空间 中 的 三 角形 , 它 不 一 定 与 А 共 面 ,于 是 


А.В’-А. ВА. В, (1-15) 
因为 
А-В8-34-8 
А.В,-А.В; (1-16) 
А-В,-А-В 
所 以 我 们 得 到 


А-В-А-(В,--В,)--А.В,-А.В, (1-17) 
将 式 41-17) 乘 以 |А| ОПА 的 天 小 )， 有 
А. (B, +В) = A - В, + А.В, (1-18) 
аа Ж ЖЕМ НЕЛЛИ БАЈ р 41:55, УИ 
HE МЕЖ ЕН сына. Я, 


А == > 4;%;, В ший > В;&, (1-19) 
і ! 
那 来 
А-В- ХУ ABAS, 
= > A;B, (1-20) 


а ý ° 


分 配 律 世 可 以 用 式 (1-12) 来 证 有 明 。 根 据 式 (1-12) 我 们 有 
А - (B. + B.) 
一 Л.В, F В,)--4,(В,,-- B,,) 
+ А,В, + Bn? 
一 《dB + А,В,, + А,В) 
+ CAA + А,8,, + А,В,,) 
= À - EB, + À . B, 
- НЕСЛА Г FR ЭЭ ЕМЕС, зіу AGR a 
和 b RAT НЕЕ ЗЕ. 
РГР a 和 b ЖЕН a x b яж. БЕЛЕ М 
ШГ: 
ахЬ-= |а||Ъ, sinu, (1-21) 
式 !H ,8 表 孙 中 和 hh 之 出 的 角度 ,从 а Вы Буш, 表示 一 个 
ЕЕ а ХЗЕВ-Г b HERRE, MEEHAN Hh а BE 
至 b {РИЙ НОЕН ЗЕ Л. КЧ 1-7 сая РН а 和 的 
ч (Сун. ax b 


由 于 基 量 积 的 符号 中 有 “xX* | 
b 


m, DP ao Ж Ok а 2 
TI ESRR ERIE В ДЕДЕ БИШЕ 
拟 ， 对 于 右手 坐标 系 中 的 三 个 正 交 дт 


BL KK, БЫ ЕМЕ М, R 
паноа ixi-kixk БҮЛ гр, о 
=i, kxi= j) 1472 ,1Х1--0, 
)Х1-0, kx k= 0, 这 里 昌 于 i 和 i 等 之 间 的 来 角 8 = 0, 
В 31200, 由 式 (1-2 让 0) 所 规定 的 天 量 株 定 父 ,可 得 
b X a = —a >x b (1-22) 

2461-2131 а xb 的 值 ， 也 可 以 通过 a 和 b 7% EB 2 KR H 
Ну?) а COS SK. МР] ах ә о оу 0, К, Hi 
ТЕНТ а ХЕНРЪ, Ait 

а, v = gv На, + аш, = 0 (1-23) 


я F + 


b: у= Би, Ве, + Бо, = 0 (1-24; 
对 gv ЖІ eje, ЖЯ ШУ С1-23Э 01-24 ЯГ НЭЭ! 


70 a b, — a,b, 8, 4,6, --а,0, 
— =: ЕР + w. j А 2127. 0 Ь. 
н, a,b, — а,б.) 8, 4,8, -- а,б, 
U. 0, Р, 
— UU U UU 一- 一 一 一 一 一 
а,б, -- а,б, а,б,-- db, а4,6,-- 0,0, 


令 这 三 个 墅 的 公共 比值 为 *，* 值 可 以 通过 考虑 а = i ЖІ b = Ј 
кли АЖ, ХЫ, v — a x b= k, Шш] „<= 1 Wa 
=b = 1 Пра, = b, = 0, ЫЛАН] с = 1, | 
Jp, v 的 三 个 分 量 由 下 起 表示 : 

v, =a b, — a,b, 

v, 54,0, — a,5, (1-25) 

и. = 4,6, — a,P, 


ХЕ Kun Ч ГА ХӨЛ ТТ ЎА К, ЕЛҮЙ F: 


i ур k 
Үл, а, а, (1-26) 
b. b, b, 
"ЕЗ ЖИН ARNE АС, ВП 
A x (B + B>) = А x B, + À xB, (1-27) 
由 В, В, 和 B, 所 组 成 的 三 角形 ， 在 一 个 重 直 于 A 的 平面 


А 


Ax В" br 


1 
图 1-8 В,В,,Б, EEF А 的 平面 上 的 投影 


让 的 投影 如 图 1-8 К. Ї 2 ВОН В”,В 和 В, = 
示 。 把 这 个 三 角形 绕 一 个 与 А 平行 的 轴 转 90 ,我 们 就 得 到 另 一 
个 三 角形 , 它 的 符 边 对 应 下 À x B, Á x B? B Á x B”, 3 


H., 
Â x B” = Á x Br: + À x B; (1-28) 
因为 
A x B = À x B” 
A x B, — À x В; (1-29) 
А x В, = À x B; 
ВТЕ 6107718 Я] 


Ахв-А x B, + Á х В, (1-30) 
АО 1-30 М Al, Я 
А x (В, + В) = А x B -- À х B, (1-31) 
ЖАС ОНЫМ НЫ САКЕН, АНИ 
推广 钳 任 意 数 日 估量 的 情况 ， 例 如 ， 


(> А, х (вй, === > > A; B ,x; X х, 
Ї 5 `f + 
= >1(.48,- ABD; (1-32) 
ТН: 


AR, ijk Ы 1,2,3 的 循环 顺序 选取 ， 我 们 也 可 以 用 式 〔1-26) 
KHG, {йд (1-26), А x (В, +B) 的 xz 分 量 是 
4,(В8,-н8:3- А,В, + B,,) 

= (4,8,, на А.В,,) + (A, Baz ин 4,В,,) (1-33) 
(ІЗІН ЛА КЕ ПДН АУ НН 2 ох А x B, # А x B, 的 x 分 
Е, 2001-2738 y #l Ы ИРИНУ У УЛ, Ш ГЭВ 
左边 的 三 个 分 量 等 于 右边 三 个 分 量 , 所 以 等 式 成 立 。 

к J EEPE А АЈА БН ДЖЕ ЕН УУ, НАТ ЛЕКШЕ? 

ИН Ну B Pa А, СІП: 

a+ (рхо) = b- (c x a) = c (ax b) (1-34) 

a x (b хе) = (a - ç)b — (а, be (1-35) 


由 了 趟 41-34) 折 表述 的 等 式 , 可 以 通过 把 а, (b X e) 写成 行列 式 
ЖЕ > Me uE HJ. 


а 8, 48, 
a (Б Хе) = |р, 5, ё, 
Сұ Су б, 
根据 行 刚 式 .理论 
а, 4; а; P 5, h, c г б» 
b Ó, 9,1-51с, с, 路 а а, а, 
Сі 62 С, а а, а, ó> 8, b. 


РЕЈА ТУУН АНЯ УК b - (с X a) ll e. (axb), 
由 此 起 (1-34) 成 立 . 
为 了 证 朋 式 (1-35), 我 们 注意 到 矢 且 a x (b хе) ИРАН 
b 和 е 的 平面 内 ,这 是 芭 为 根据 天 是 积 的 定义 ，a X (b хе) W 
RT Ьхе(м Ны р а), ПИН b хе 的 定义 в 
EF bx c 的 天 量 必然 位 上 含有 b 和 的 平面 内 ， 
MLE, 我们 可 以 把 a x (b Хе) 分 解 为 cb 和 pe, А 
后 求 和 和 ， 如 图 1-9 тәк. 这 里 “和 8 是 数值 系数 。 用 数学 式 子 表 
a x (b хе) = zb + ge (1-36) 


Axí(bxc)==b+ Де 


j l-7 вх ¿b X e) ЖАКЕН 


a- [a x (b x c)] = 0 


оа • b> + @(a е) = 0 
从 而 式 41-360) 可 以 写成 下 列 形 陈 : 


ax(bxe)=e |b — 29, | 


= Са с)Ь — {а • byel (1-37) 
ХОЛ  « be ipi Px. 84412218 а= j, b= іе = ] 
的 悄 况 ,这 时 有 
a x (b x e) = y) x G x y) 
-1ХБК-1 
(а, с)Ь = (j ji = i 
(a - b)e = (J 1)3 = 0 
于 是 


БД 


ie (1—0) = ол 
а = 1 
МиЭХ,Л1-35)Б ҮГ, РАНЕ БҰНПА ПЕВА, ШЕН т 1, jk 组 
ВХ Ze EA А, 10 ТТ ЛА БЫЛА АР ЕЕЕ, ФИИ, 1-34) 
ТА (1-35) пун ӘНЕ ЛЕНЕ АЗК a, b, c ELX 
НУ, 
ГА ЕЛ ТЕ. 
例 1 ШЕРА 
(а x bì- (e x 4аэш»--(а-с3Б-4)-С(а.,(,43ХЬ- c) 
(1-38) 
СХЛ- АЛИА Аве) 
ДЕРІ; 
(а х bì- {е х d) 
= a - [b x (e x d)! (8 1561-3423) 
=a» [ер + а) — 4 -е)] (和 用 式 (1-35)) 
= (a+ c)Xb + 4) (а. db ce) (Дж) 


s.s 11: 


例 2 证 明 
ja x Ь[ + [а Ь[ = 1а; *,Ы,* (1-39) 
CGA ЦА ВЛ Н EGA) 
ШЕ ВЯ: 
ца X Ь| -- ја - bj. [ыле 
а: b| = |a|- |b|» | cos8| 
式 中 ,9 为 a 25 ЬЕ, 由 此 得 
laxb|*'+ janb? 
= ia|? b (sind -+ со50) 


= а ЛЬ 
l-3 ых ае 


Жеңі ЯС ОН, ЛАД iriri БЛЕЯ 
өз. Ве илаа RANER 
Жог зе. сай; FI PA 5а ох тәнен АЕ! Са 
ГОРИО на, па алынана залах 
На ЈЕ ӨМ УХ М. 


1-31 复 矢量 的 定义 及 其 加 减法 


ши жє” МАНА АУ А, ША = (A,, 
Ays 4.) Жл. 

4, EHRE А ЛЕХ 2111  , ӘБ 4, HA ТЕУ 
аң ҚАЛЫ, 1511 202125: 4, 是 А ТЕ ЕНЕМ, 也 为 复 

КРЕ НЯЕ ЛД СИР НЕЕ ГАЛА 
ЖЕН ЕНУ, В А = В (ЛЕУ 

42-08, янв, A, = B, (1-40) 
СНУ ЕН ыы, Ё 


ч 13" 


ДА --(14,,34,:314,) (1-41) 
А 0-9 ХОС УГЖ КОТЛЕ оК, 
х ЧОН ЛҮ ИЕ МАУ) а == (1,0,0); У ГР {иж Ж 
E MJ j= (0,1,0); «йрт tr МХ) k= (0,0,1), 
R ЯВ АЕ М р 2 51.2 ЖП Жуу 5: K pa , RH 
А + = (4, + B.,A, + B,,A. + B,) (1-42) 
ЕҢ ЖЕ АЕ А $$ Е 2 АРТ ЫЛЫ НЕ, АП 
А-В-(4,-8В,,4,-8В,,4,-В,) (1-43) 
Ж as ж алты K E М ЕН ЫН: 
А-і14,-- )4, + КА, 
A +Ë = (A, + B,) + КА, ВЕКА, + B,) 
А — ВЕКА, B )—+ XA, — B )+ КСА, — B,) 
ҚАЙША ЖИ EE У АЛАП iH ТЕЙ 189 ЕЯ: 
А + (В-- С = (A +В) + C (Са) 


А--В-В--А Ся 
(1--34,)/А-14-412А (1-44) 
ХА-ЁВ)-1А-18 СЭ ЕЭ 


ICAA) = 2,4, A 
ЗН A + B= C = A= C В, B= C — À. н 
А — B= С ri А = B + C. 


1-5-2 853 її СІ) 
ММ ХАН ЖА, Врла А9 SL 20 
А.В = A.B. + А,В, + А,В, 
= 4,8, + B,A, + 8,4, 
=... (1-45) 
由 此 定义 可 得 
(1) isi— 1, + i= 0, Кі 0 
1:1--0, )-)—= 1, k + J= O 
15 К--0, }. k= 0, k.k=1 


= 13 + 


ОУА.В- В.А 
А.(В--СУ--А.В-А,.С 
(35 А.В HERTEL ГЭ л ОНЧ: 
À» B = Qi, + jA, + k4) * ÓB, + jB, + EB,) 
= (i+ DA, B, + (Cj: J)4,B, + (k ЮА, В, 
十 等 于 专 的 项 G-J) хе) 
= A,B, + A,B, + А,В, (1-46) 
+E, ДЕ РГ, АВ A FB Ен dE 
Би Ух ЖЫНЫ Л.М. А.А = А? ШУЛ ГЕУ, ЖІЛІГІ 
TA БАН МН ІШІНЕ, НАМЕ БОЛА АА ГЕ 
КЄВЧ, БР ,在 进行 具体 计算 的 醒 候 ,从 形式 上 来 看 ， 复 天 量 利 实 
REER A 1 2 51. 


1-33 ЕХЕтХИЯК Y E) 
А = iA, + ЈА, + k4, ЖІ В = 18, + Ј8, + kB, 这 两 个 
= Н ЯЛ (ХРЭЭ)АХВОЭХ2 
АхВЁ-1л,8,-48,-К4,8,-4,8,) 
+ Е(4,В,-- 4,8, 


5% 
i ) k 
АхВ-(4, 4, A. 
В, В, B, 
[注意 ,对 复 矢 量 来 说 , A xB  НЛЛОЖХ.) ШЕУ] 
得 


(1) A x À = 0 

(2) B x À = —A x B 

(33 Ах (B +C)= A x B +À+ A x C 

(4) А хв) = А x В = À x ¿B 

(5) 3Х1-00, JX i= —k, k xi—) 
3Х1-КЁ, yx )= 0, EX 了 IT 一 一 


. 14 4 


ix К--4, J x k =i, КХК--0 
A. 4, A, 
В, В, B, 
С. С, С 


к y z 


(6) А- (B x C) ~ (1-47) 


因为 展开 行列 式 后 得 
А,В,С, + А,В,С, + 4,8,С,-- А,В,С, 
- 4,8,С,- А,В,С, 
Wa 
ВвхС-ї1В8,С,-8,С)-018,С,.- В,С,) 
+ k(B,C, — B,C,) 
А. (B x С) = л,В,С,- A,B,C, + А,В,С, 
— A,B,C, + А,В,С, — А,В,С, 
Ы АН АЈ. ЕЈ 
А. (Bx C)= В©. (Сх А) = C: (А х В) = :: 
(7) Ах (В х С) = B(A · С) — ССА В) (1-48) 
ПЕ 2А 8] 


1-3-4 848 
ау де г ВОВЕ ЗЕ K Ақан ВН Бараг, ХА 
шенін, КАНН ЛИЖ >: 
(1) А.В; 
(2) А x В; 
(3) АГА: 
(4) А. (B x C). 
另外 ,下 面 的 两 个 公式 不 成 立 : 
А.В = |А|-. IB| cos ( AAB) 
А x B| = |А|. |B] sin (A `B) 
Хэ, АВ ЕЯ А 1 В SWRA, 1281 НД. F, 
AB RAR, ТА ЕЛБА T, 


8-5 矢量 分 析 
2-1 场 的 概念 一 一 标量 场 与 失 量 场 


在 物 慢 学 中 ，“ 场 ”这 个 名 词 通常 用 来 表示 菏 种 物理 现象 的 一 
097-25 [н] э ЛЭН, 07, ЯП, ЗК [Н Их [к] да, L НУ Ч ОН Їл K 
РЕЗИНЫ Л JJ. ПИ q E ӨНУ ЫЛЕ k epi Б: ЛЕ 
Я Er Еш, УЕЛ ҚКП Д Арла а A ERI JI АУРЕ ЛІС РЕ 
BEE) Е ИА. 

йн не УД НН Е EORR ERIE, MAER R Bz 
у. ЗЗА АЈ Hh 2 в НЕ, іт. В 
H неу, Т ЖА уде akp., ІН Ра SESA DI ПЕР Е МУ, 
Е 1185 ЖА Л. ЗАА, ЭХ ЇХЛХЖж-401 T AR НЫ 
述 方式 ， 

将 以 上 上 洒 举 的 例子 从 数学 角度 加 以 抽 索 ， 我 们 站 能 获 么 歼 竺 
Ах, АА Г Я ВКО ВЕ: BA А5 0А] 
ШШ ЖТ КҮ ГТА |, = КР) CP 表示 空间 了 中 
ЕЕ А), REE K Р ЛЕТ Ей. Биш [= КР) uE 
TERHI RRA ЭН, EA EUEN КЕ РОН ЕЯ 
Шү. ЕР, ЗЫН 1 ЕЄЄр У МУР ЯТ 
ЕМ ЗИЯ У ОЕ ГЕН, 

H.R] UL, ЕМЛЕДЕН ЖАУЫЗ, A Бест 
ӘЖ | Ы E sl ОН iW Ur e PJJ IF ОА МЕЙ), А 9) f MA 
是 三 个 变 syss CA Р КУК НУВ 


| == ЦЄРӨТҮЭ 
АННАН ЕКЕН дт (P ПР ЮР 
f 一 Кг) 


= 10 ч 


ЗАН г RTARTA 原点 到 P ЕН E 

НУ: 2: HE PR Br ИГ Sa: 1 还 可 以 与 时 间 有 关 。 例 如 ， 
Fi — zB 54.4 REEE- REAR Ж И), ЕА E 
Ча ЙИ 5 Si al kuat. ТАҚЫР Лай. ББ ШП 
ота ЖИЙ, НЕСЕ, 可 以 有 将 成 是 三 个 标量 目 变 量 
х,у,® ВУ ВА, Ва А: РАДИО r АЈА ЕАК, F BI 
Fi НЫ Н ИН 15865 Ас НЕ: 

f = f(x,y,z) = ЕСГ) 

ЕЛА Е Г, ӨВӨӨ КИН F zk 58 

Ж: 


| 一 一 | 


(2-1) 
4лЕ,” 
Хан, e 为 电荷 (库仑 ),8 ДЕН, Б 8.854 х1079Ғ/тп, 


r 一 Mx 十 六 十 #7 为 处 于 党 标 系 原点 的 电荷 至 观察 点 的 距离 ， 
除了 举 标 系 的 原点 外 ,在 那里 > 一 0, <= со, ARACO- 
E ZEMER Ez Pr, 

БИН u= М уф (R EM) И: x< у 
+= =< К УЗИ. НЕ, УРАН, 场 只 在 以 原点 
ЫЫ ОО ЖЫН НІНЕ ЕН. БИШ УУ 664: 

x: у ах == R° 

Ж РКЕМ дА, “ЖШ ДК ИН, ЭЭН (ЕС KS g: HI 
另外 的 公式 来 表述 ， 

ХГГ Ж и = агс sin (- 


Е . г1—+ хар ч ` т 
г) тх, KIA 
二 下列 插件 


28 
АС 十 у: 
I amar n паху, МХ sin# 必须 小 于 或 等 

1. ЗАРДАЛ ГУ Р НУ АКТ ЕЕ ШІ МЫН 点 。 
Е 


. 17 = 


г? у? — x: = Ü 
“АНЕЛ Жел Н.Е ЕРЧ 41.8 8. 


1 ее ra D Хол 
—— ЕН] — PRE E), ІҢ 
с T By L CI LD руа — T bA = E 


Ё Ar + Ву + Са + р = 0 上 的 点 需 除 外 ， 因 为 在 这 些 扎 上 
тыста, АМАЛ ХХ, 
2-2 JZ K rJ Sr Ж 
ВЕ ГЕ ККИ 
f = Ғ(х,у, 2) 
и х,у, Мун РУШ ААЙ, © f E С ЭЖ 
为 esfe ul БЕЗ ВЕ АКН, HH 
f. == fax, yaz) 
f, = f(x,y,2) 
Б = ҺАх,у.2) 
НЕНІ ЯН, f ТЫ АРЕСТ T ас ЛИ, ЫП 
(ху) = M.(x,y,z) + ХУ, (х, уул) 
+ k/.(x,y,z) (2-2) 
НИЙ ЧД, 25 27А КАРАИ АН = ра ЖХ, 
НАТА, АЈ Аа tH 012 ІН. 
55:41 195: x ЖИН SP ХИ еде. ХАКЕР a SE SX u] 
РНЕ ЛІ АЗ, 
Ж-Т ЕРЛАН f= СР) = (х,у, =), ЖЕ ВИЕ 
一 国定 的 扎 Р, АЛ АХ) х,у,2, HAT х,у,= WREX 
f(x,y,3) = (еу) + J/,(r.y,.z) 
+ kf.(x.y,z) 
НІ y,z ЕНЕ АЖ, MERT х Е Ах, ХАТЕ 
— К 
f(x + Ах, у, х) = ifr t Ах, у, х) 
+ Jir + Ах, у, =) 


+ kf (х + Ах,уул? 

由 此 可 得 因 * 的 增 量 Ах 而 5 引起 的 矢量 的 增 量 为 

Af = f(x + Az.y,z)— Ғгх,у,2) 

= ijf, + jâf, + КА), 

AH 

Ај, = }.(х + Ах,у,2)- f(r, yx) 

Af, = f, Ce + Ах, у, =) — flr,y, 2) 

Af, = flx + As, yz) — (х,у) 


(2-3) 


НЕС Ах, FE Ax 0 时 的 极限 。 这 个 极限 


值 存在 的 话 , 就 称 为 上 对 х 的 偏 导 数 ， 由 式 (2-3) 可 写 出 
Af Af .Af, Жі, 


Ах “Ах ЈА; T Kar 
于 是 
АҒ р А 
dm As Ti lm w +) dim А 
шал: 
但 
Af. ә; Af òt, гэ 
Ша ar ро АЗА: 7 д)» PS Ar 7 д 
故 


АҒ | ОТ, . О], ӨТ, 
lm az “ijr tigr “ Ез, 


和 微 积分 学 一 样 ， lim Е 用 де. жж, ЛИЗ 


ОЕ а СТ, ‚ 0}, О], 

Өх ~ 1r 199. | É дух 
用 同样 的 方式 ,得 : 

of ‚Ө, .pf От, 

ду ду "ду 


(2-4) 


(2-5) 


ӨВ O öf, öf, 
“із; + із, + k Әз (2-6) 
全 第 分 定义 为 
ðf ðf af 
df = — ú ---4 — d 2-7 
Өх“ "ду? де. (2-7) 


Н125(2-4).(52-5)341(2-6 45 
df = 14}, + зар, + Каў, (2-8) 
PARLEI LERE R. 
1. JLT REAR ZRASTE Ж А АУУ, 
Dtf) а | 05 - 
Ox Ох u Ох (2-9) 
用 却 (《2-47 可 立即 证 明 这 条 期 则 ， 
2. ДАК Е RUA АЖ а, MY 


Əaf ОЕ Оа 
2-55 = а--- — f 2-10 
Bx ` “ә. | ә, (2-10) 
15114 51 Н 62-4) ШЕЛ, 
3. 
Ә(а-Ь) — a - ob + да -Ь (2-11) 
Эх Эх Ох 
ШЕЙН F; 


Ala -b)= (а + Ас) - (b АБ) —– а + b 
=a- b+ a. АБ + Ла - Ь 
+ Ла АБ — а • b 
= a - Àb + Аа b + Да • Ab 


由 此 可 得 
Ala +Ь) АБ Да Ab 
aa b) а. Зо a L Aa. 20. 
Ах 4 Ах Та; b а Ах 
取 Ах 0 时 的 极限 , í 
aka b) _ im A(a - b) 
Өх ах-0 ДХ 


= 20. 


- [ий (а. қы lim (2a , b) 


Axi) x Ax—+Ü Ах 
. í Ab 
lim Í À 1-3 
t 4:50 | 5 Ах 
ЭЪ да 
„ — | — в в 
Әх Ох Әх 
Ob | да 
Ох Ох 


-Ь 


= - = 


бахь)... х ob „да у 
Әх Ох Өх 
证 明 问 3。 这 里 要 注意 一 点 , 就 是 a 192772-111-240171-8 
N> a X b = b x a. 
我 们 还 要 蛙 别 指出 ， а-ы) 和 a х) 部 是 数学 上 有 
а ЕН. MEEST TARAKA: 
a 2 "bb 
ix 
那 就 不 知道 它 的 含义 突 竞 是 什么 了 ， 厦 因 在 于 数学 上 对 符号 组 合 
2, көннен АЖ Ж, ПЕ. ШШ 
其 有 意义 ,必须 专门 加 以 定义 帮 行 ， 
ЖЇ ЖЭВ-ЖН pk Л, 
RE f — r = ix + jy + kz, ШІ 
or 241 or _. дт _ k 


4. (2-114) 


Өх ” д» 1» Oz 
dr = idx + jay + kdz (2-12) 
|dr|' = d + dy + dz? = dsr: (2-13) 


A, 4; 为 连接 (х + Ах,у + Ау, + Ал) ЖІ (х, y, ж) 两 点 
AJER ERE 


. 21 а 


2-3 Е 


ЖАК ЖЕБЕ НУ ЕАН Ж И, K РА Ж НУ де Ч А ЕУ. 
ША 801455) 240, БИ УАВ ОХ Ж Р! ЕУ. 
ТЕРА атану ЖЕН F Fr m) Hi ИХ РЭГ Я. 


2-3-1 Нея 


设 在 空 闻 有 一 曲线 1, рЫ ЕШ. ЖЕНА ЕЗЕНИІН,. 
如 图 2-1 所 本。 曲线 的 陌 个 端点 用 44 和 如 表示， 在 封闭 曲线 情况 
т, Ааваа РА, АЕ 8 
动 的 正方 向 为 从 4 到 В, ПНА РП ЧА 57 А1, р 
程 为 正方 问 , 需 根据 情 闹 作 具 体 的 规定 ， 


SERDAR, ТЕП АВ 分 成 # 个 小 线段 ,其 
分 点 用 i 表示 ，i 一 1.2, . n, МН Е ТЕНИ, Е 
1: АЕ + 1 АХИУ БХ Pi 其 大 小 用 di Жл. ХОН Ра, 
用 41, жол, И 2-2, 

ПИ МУ F P Жи НЭЭ. 


. 11 = 


(1) | ш-1 Br 593 Руа, (2-14) 


(2) | fat — lim "> КР, (2-15) 
(3) ja = lim m > КР, (2-16) 
(4) | £- ai= tim ЭЭ ЕСР') + dh; (2-17) 
(5) каш КР x d, (2-18) 


нь 551 


Р, 2) РР; НАЈ, 


2-32 矢量 函数 的 面积 分 及 其 分 类 

和 天 量 图 数 面 积分 的 定义 与 线 可 分 很 相 人 由。 歼 别 主 雪 在 于 线 天 
FR Г. Е СЕ Г RETT, ИЖ У ЕЕ РЕ 
的 。 设 在 空间 有 一 曲面 $, ИНГЕ, p uji ЕВ, 


如 图 2-3 所 示 ， 
S 


4 2-3 ”空间 的 曲面 3 
将 曲面 5 分 成 # 个 小 块 , AER i ARRIRA dS: RR, 
i=l, 5。 在 第 庆 个 小 起 上 上 任 取 一 点 Р, ЖА E N Ek BU 


а 23. 


АЫ А, WA 2-4 РД. 


图 2-4 而 积 元 d5; HAHA 
ВЕ ndS; 


ЕНЕР ru АИТ М T 2 
RJ, ПАЗ ИІНІ ті. п, ВЧ 
МЕЗІ ВЕНУ], 13511518 
НН и W РАУ 8655 ЖЗНЕ ТІН 
ШЭЭС ША А 86 28 ИЛАН Ёс 
n, Л АЕН К. А, 
每 科 具 体 情况 要 明确 地 标明 单位 法 
RRJ., RER : TMA EE 
EE T EMER EA m, РОВ 
了 m; RHIA, nds: Ы ЖК Ж 
Зо я ур, 45, Жел, | 而 4$, 则 


АН а Rm. TERAN ЯГА А40: 


(1) || (Раз = де > Е(Р;)45; (2-19) 

(2) | [F Pus - lim > ЕСР,)45, (2-20) 

(з) | [Ем = lim >) FAS: (2-21) 

(4) ЦЕСР)а8 = lim > ЕСР,) «45, (2-22) 

(5) ПЕ) x dS == lim > Е(Р,) х 48, (2-23) 
2-3-3 括 量 函数 的 体积 分 及 其 分 类 


世面 积分 的 情况 和 类 似 ， 设 pi у, НИ + 
ПВ, G Rak НУ, TO V yQ n e RS ЮЛ, ДАН ау; Ж 
Ж, i=l, 2,015, n. ER i АМЕ ВИА Р, ( 2-5 所 
п) д, n) Pla РУМИ; 


к 34 « 


ИО 


图 2-5 Ел 4У, 


(1) [|| (руд = lim > FCP Ya (2-24) 
(2) | [Fav = біш УТЕРИ (2-25) 


24 ЛАВРА 


这 一 节 中 我 们 将 证 咀 几 个 在 矢量 分 析 方 面 经 常 要 用 到 的 重要 
co S 
WIESEAE Г ВА нҮ 
f 或 大量 函数 f. EHR — 
Ех Р, 再 取 一 包含 P 的 小 ! 
АЗАР (P uj LL IE V J YJ м 
ЁО, ЗУ НН А 为 
$, БИ 2-6 к. ФИН ЖОЕ 
НІ; ЕА КА x,y,z Ш, 图 2-6 P.V,S 的 含意 
ШЛА РЕ TEHET RAAPA, БОНН E PE ЖЕР: 
SON r IE ale АЯ 221 Но, АПАН АЕ, LE% 
Pr de а ПЈЕВА ЖЧ, АН НИЕ PB.TK р Ж. АНУ, 4332) 
的 量 并 不 因 举 标 系 的 改变 而 变动 ,这 是 一 种 不 变量 ， 


" 25 а 


(2-26) 


(2-27) 


(2-28) 


Хар, У-РЕНЖУІНРАШЯ, MEER Rz НИЯЛАР ДЕВУ, 
限 ， тілу, ИЕ S ABI p НІ, ЕЛНАР ИЕ. 
1..1,-Б 为 工分 别 在 xyz WLI E: 


f 一 if, + jf, + kf, 


х= АИ МЯ 5-- Лаан, ТЯ, ЕП 
ВУЗЕ ЯЛАХ ЛЕ НИЙ by ЛЭЛЖ А6], ВУ ЕЈ арап, f Fin x f. 
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图 2-7 Л я ЯНУ 


其 中 n 为 在 小 面积 元 45 ВИННИ S 128053 
全。 我 们 以 一 个 通用 符号 Топ) ЖИА, PBH Тїп) ИЕ 
= nj,n:fnxXf, 

在 空间 任 取 一 直角 坐标 系 х, уу z, Ji P B ТИЯМ (+, 
уа), MEV 为 年 形 ,P 为 其 顺 点 ,各 过 长 分 别 为 ак, йу, й, 91 
2-7 TF. 

在 百 前 的 情况 下 分 成 六 片 ， 其 中 两 片 垂直 于 x Ж, НИЯ 
为 dydz; ҖУЕЛА ЕТУ Н, НЕХ) dzdx; 还 有 了 两 片 垂直 
于 z 轴 ， 其 面积 为 ахау, 我 们 把 对 5 的 积分 分 成 三 组 来 求 ， 最 
后 再 将 结 香 加 起 来 。 先 取 垂 直 于 y ЖИЛЫ, ,如 图 2-8 所 示 。 


5% 


(к,у,2) ix y+ dya) 


图 2-8 ХЕТ У АА УРТ 


E 5, Б а=); М8, 的 积分 ,根据 中 值 定理 ， 可 以 表示 成 

5 ЕЖ— А0 T(m) AL $ 的 面积 dzdx， 我 们 用 
ТО + dz dx 
来 表示 ， 式 中 ГС) y, Е n = j, у 3⁄ PF 22 y + dy Hj B 
T(n) ЇН, 755; L п--р 对 中 的 积分 МН, а] 
以 表示 成 5: LÆ- AR Тіп) = T(—j)) ER A S, АЈА 
dzdx, FI 
--ТСОр! ,dzdx 
来 表示 ， 式 中 —Т(1)|, 表示 а=), T(m)=T(—j))= Т(у), 
У АУ НЕ Топ) (8, Him, 5, 和 5, 上 的 积分 之 和 为 
Тони ТО) 1,4245 


— (210) 


шан 
бу !y 


ау \4к4х + о(4удгах) 

式 中 o(dydzdz) 表示 对 dydzdx ИТ Е. TE 
| T (n) + | T(m)dŠ 
“б, 5, 


_ ЭТО) 
Әу 


dydzdr + о(фдудгах) 
TA sË EL T z АРУ s НОЯН ОЛИ Ж 
ота) | dydzdx + o(dydz dz) 
Ох 14 
HEAT? АЈА HZA 
STk) ' dydzdx + об dydz dx) 
Jg i: 


其 中 о(дудайх) ЖАЗЫ dydzde НОВЕЛЛ E. TE 


ГОР) ЭТС} Tik) ` 
---.--. а -| 上- 十 — ахауа 
| Т (m) 45 | Әх бу Әс ) rapaz 
lim "8 1111- ОИ — 
VP F түре dxdydz 
_ ата , это» , Өт) 
бх Әу Ол 


KHA AE ГІНЕН А. 
(1) 当 Тп) = п] Ч, 
ата) 260) ӘТ) _; OLE) Of 


= — y — 


Өх Dx” бу By Әс Әз 
TE 
| 11145 А 2 
| ,OF .9 9} 
jm 一 jj -一 十 下 一 让 
pr Е Ох ду Оз 


(2) 24 T(m)= n +Í IH, 
Tü) = y+ t = },, T()) = )- f = },, 
ТАК) = k + f = f$, 


> 18 = 


ТЕ) f “дер I GERY И е, + д], Ц. öf, 
~ üx Оу Оз 


977 + 可 “тод 


. | п ' tas ОТ, 97, 9}, 
Шш р = а + ду Өк 


(3) 4 Тв) = n X f t, 
Тау-іхі-іх Gf, + jf, -+ Ef.) 
= kf, — Л, 
Т(уу-їх f = —kf, + if, 
T(k)= k x f = jf,— i, 


Әх Ох l Өү 
у Әу Әу 


Эт отр ЭТ С 95 
Эх" O — F гэн) да) 


Тж 


(5 — оу) 
ХЕ ,35(2-26),(2-270%1(2-299 215 Е, 
5002-26) а {ЕР ADU Про alr, у, 

г), TEE 


а 19 = 


| nids 
ий 
a(rx,y, z): lim V 


| nfds 
15 
= li "Уул" 

lima (х у.г) y 


| а(х, y, z) 11115 
— lim E 


үр V 
这 里 а(х,у,2) 在 积分 时 是 一 个 不 变 的 党 矢量 , 它 始 终 等 于 а(х, 
уа). п] л, 
nfds 
ЕСП 
于 是 


а(х,у, z) * Ши 
ү-Р 


ын МИР ын е 


+ а, (ху, ау L 
Ох 


最 后 得 
| Гайс, у, z) * nljds 


ур Və 
юэ а. (и, у, + az S 
+ а,(ғ,у,2) 07 (2-29) 
Әс 


这 里 ,在 积分 号 中 a ЩИ (х, y,z) 点 上 的 固定 值 а(х,у,2), 


. 30 = 


在 式 C2-29) 中 ,将 了 了 分 别 换 成 |, ЭРЭЭ Yi, Jys 
k, 然后 相 加 ,我 们 得 到 


| [a(x, У, 2) n] 
Шт 
Р--Р y 
Af 
шин "HEF yz ын a (x, Or 


+ в,(х,у,в)®= (2-30) 


MIP K FE, 在 积分 号 由 а ЖАНУ (x,y,z) АХ НО ЇН alr, 
y,z), | 


2-5 ДЇР НИЛ аг БО Ж 
REAA jul МЫ 


在 研究 场 的 各 学 科 中 ,一 个 很 近 要 的 间 题 是 研究 场 沿 不 同方 
高 的 变化 情况 。 例 如 ， 在 静电 场 中 位 隙 数 变化 最 大 的 方向 就 是 电 
场 的 方向 等 等 ， 下 面 我 们 就 从 数学 上 来 研究 这 个 问题 ， 

设 给 定 了 一 个 矢量 ( 标 最 ) 场 f(f)。 在场 中 我 们 取 一 个 圈定 点 
PKx,y,z)。 通 过 已 点 作 一 曲线 ,使 其 在 PP 点 的 切线 方向 为 а (а 为 
ста), МУЕН Б А 方向 取 与 P 邻近 的 一 点 Р, УЖ 
РР” 的 长 短 为 AS, ШЕ 2-9 所 示 。 我 们 定义 


场 fO) 


图 2-9 求 方向 导数 时 所 用 的 符号 


s. 31 = 


НЕ СР’) — ЁР). 
КЕТ А5 
WERE f ТЕР, ала ПА. 
ЕР) ECP) ERRE f 从 了 点 移 至 P ЈАРЕ E 
Ж. АЗ ЖАРАНЫ, НИМ 
КР’) — ЁР) 
AS 
жжыл а НИЯ 5) НЕЕ ЛЕНУ ЗЕЕ, Р’ ОО Л Р A 
НӘ ЕЛЕНА РИ ЛЕНІ ЕР ВР, 
ША КА, P K Lp E 5л, ЁСх, y, z) 将 是 5 的 复 
ұра, “ЛБ ҮР SPS y ДИ} И 
та КРЭ-КР _ dr | дЕ 


45-20 йн 458 Оу 


2:3::5:! 


їх 
— к= cos( a. r -一 = cosa, 
75 Са 3 ), 95 (8 ЭГ 


= = cos (a, z) 


式 中 со8(8,) 表示 单位 矢量 А Ух АНАЈА, ЈА ТЕ 


х 
С05 ах 一 7 
(a,x) Ғе 


РД 2-10 соз(а,жУ) HAR 


а 42, 


хар ГОН, соѕ(а,у) ЯП со5(8,2) (125 МЕКНИ (Eq 2- 
10), ЇГ, 
hm ЕР” 2 AS ҚР) = соз (8, о" + cos(â,7) 21 


љў ü 
+ соз (â, z) 2E (2-31) 
Әз 


EE P ARERR EERE а, Е ВИННИ — yE TS ЕН 
E a (a = аа, ада ЕКШ), WERC- а, 


2 过 
TT 


alim РО ЁСР)Э == ф соз(8,х) С — + a cos (8,у) з -—- 
x. = [J Аз 
十 - 
О ғ 
af ОЁ Df 
== 4, + 一 一 + ú, 一 一 2-32 
ж әу "ө 5939 


А, 
а, = асовба,х) Х а х аң 27578; 
а, = всоз(А,У) Х УЕ Е; 


Я 


а, = всоз(а,2) Да Е = #16078, 
历史 上 将 
Of 2 of 
—— — 2-33 
fz Ох ta, © ta “Өд ( ) 


用 符号 (а- оғ ER, ТЕГІ (a. Vf ЮУ Та Л 
ІНІМЕ ИШ а КСЕ), Е, Ca УЖ 仅仅 是 
一 个 符号 ,这 里 没有 点 积 的 意义 ， 
АЕ, “ИЛ А АЗЕ ВЕРЕН / {ТЕР ЖҮЛ 
а МОН ін, Жз ЕРЕ ҒЗ ІЛЕСЕ, ЖЕ МХ, 
lim КР. 、 ын 
为 标量 场 í #E РД АЛЫН ЕМЕ. 
用 癌 竺 网 推导 方法 ,可 得 


+ 31 e 


im РЭ = КР) 


- соза, 1) S 十 cos (â, y) 2 


+ cos (â, z) 2 (2-34) 
5 


ата КР ИЕ = а, of АА + а, of (2-35) 
45-9 0) AS Ох Оу “Өв 


Ба 9. taS 用 符号 《a，V)f ЖЖ. 由 式 
(2-32) н, Сагс ҮЭ КУА F ТЕ a ля ЕКЕУІН ЕЖЕН 
а ПАЛО). 258: (а. УХ EBRE- =, ҒАЙ 
的 意义 ， 

由 式 C2-29) 和 (2-30) 可 见 ， 
| (ай, 7, 2). п))48 


` rir, 
JH ң% 4: 


(а. Vf = lim 7 (2-36) 
| Ga(z,y, z) ауыз 
(a + УХ = lim о (2-37) 


(2-36 #9 (2-377=] М, (а + Y ЖІ (а, УЕ 部 是 与 АА 
标 系 无 关 的 量 ， 因 为 式 (2-36) 和 (2-37) 右 边 者 是 和 具体 坐标 系 无 
ЖАНУЫ, ЛАЙ MERE- ТЕ ЧААК Ж, 在 这 个 系统 中 (a + У 
和 (a&， VY 的 表达 形式 俘 是 一 样 的 ， 如 式 (2-33) 和 (2-35) 右边 
ях. 


2-6 ЗРЕНИЕ 


KRAD. JF НОВ Эу, НЭЭ аду, ЖЕ НУ 07) 
+. НЯ, МЭ УНИ JN А. наф 
rh, ФЗ НУУН АЕ В: ЗИ 2, ІШКІ 
МЕ ЭТ ВВЕ ЕЛА, ЕЕ ВАЈТ ШЕ [К Ж ЗЕ 


а 24 а 


НШ, 
ИТЛЕ МНЕ f == Кх,у, z) АҢҚА, ВАЖКУ 
假定 是 х,у, НОЕ H yE А, JE FL ERI- ЭР Ж, 
找 人 来 确定 Р ОЗУ а, FH fey) ТЫС 
кі; 
Кх,у, =) = С (С == ШО (2-38) 
МР ЕЖЕ, 2 ИЛЖ Л Ш ВЕ, Л АЕ 
СВЕЖ ИА С,,С:,С:,:--,С, Ж, RARS Г, 
ЖЕР ЩЕ f РЕ. ХЕШ ШАК Е Ил ЇЇ] = {Н 
H. Я АЧ 36181, F rH = ЗЕ ІШЕ, АЕ S H 
АК. БЖ ӨВЧ ААО А, HAS h ДООГ 
基体 指 的 是 什么 ， 
通过 每 个 点 Р(х,у) 有 一 等 值 耐 ， 它 的 方程 订 用 以 下 方 
ХЭ ОН, HF P 4 ТАНА Е, НЕНАДО 
ПУ 22 ЖЕ, WR 
ба, ya ал) = С 
ХЕ ГСМ. ШИН Р(х,у, БЕЛІ ЕЕЕ, Fë E 
Кх,уул) == fro, Yos гь) (2-39) 
H T fersy) х ДЭНЖ, PSG BE P EA ОА Р-У PR 
HAA r EIB ОВК А ОН ТІНІН, 
КРУП ЛГ РИНКУ. 
B 38 B Н КЎП АЯ: 
f = A/ R: r — y2 — z2 
kR RAH R, M SA E K a — ЖАУ Ua ZE TI 
A R: — z: — у? — z: = С 


或 
ХЕ y: д? = R: — С? 
KERESE, КАЈ См НЫН v R: С, эщ 
С 一 0 时 ,得 
у =" = Ю 


. 38. 


IX Az ЕН НН Ш, 24С-- КЕ, 19 

| x: + y: + z! = 0 
ААА, Bena їй ХО) АЛЧУ ГЇЯНЯ ла, S C > R 
ЕТ, EE КИК ТЕТЕ ИЕНІ, БОЕ y y АУ TI С 27 R 
ПӘНІН ЗАЛҒА a с за ГД q 2 KT R, ХЕХ 
ЕЗ, DHERA. 

РЕН ЕЛІ Я ЩЕ, 


f = arcsin 一 -二 -一 
мх ++ у? 
其 等 值 面 方程 是 
arcsin 2 = L 
х! 十 - у“ 
пў, 


——— = sin С, g = {x + y?')sin2C 


7827 
Хд ЗА Ш ДА АНЫ Л 20 ЕГ, 2-11} лу. НЕА 
z Дэл БУГ AAR AD, 4:3-5 E 
j DEEPEN, 
WL THEa РАН, 25 
е Ре МД а 81—57 A 
ПЕЕ ЛЕ дт О, ХН zu -08 
点 РЕ, yaza 间作 通过 它 的 守信 而 
Кх,у,=) = С 
їр AR, C = хү» уз, 9). АЛИЕ T 01 
о У ОМ 


р jlx, y, = С + АС 
В|2-11 圆锥 等 位 面 ШЕНІ, ME 2-12, АРДОН 
ЕО ІМ АПТ, РА f 
的 变化 为 Ау, 其 值 等 于 АС. ЕЕК, САНЫ ЧЕМ 
БООЛ ӨЛӨН Ш Eng k hr Ж.Ж, 


- 39 °` 


р “Z д 


图 2-12 88854 Ш 


ЖЛЕ AH РАШ 41А л ЫЈ К a, НЕ 
ЗОЛ, 
a = cos(a,xr)i—+ соз(а,у)} + cos(a,z)k 
Т\Н, cos(a,x) 等 为 а 的 方向 余弦 , MERRET” Sah ЕШ) 


ERA 


Ар" в 
М b МР АЖ J E PAGAREN Aia 
2532-34], п нЕ f Eha ЕЭ tE, BA а 的 方 问 
£Eb RE CAERE 
dj 
4% 
IT aI B ДЕ SIN Тан, Я Тк 
:Df у Е ОР of 
Ох М 55, +k Оз 
T OKB Br уда а 
a = icos(a,x)-- jcos(a,y) + ксоѕ(а, 2 
PE] ЖАУЫ БАП ДЫН ҚАҒАДЫ PT AE 2. RARER. 
к ВЕР В НЕХ. "Р-Р 
Ез РЕНАН СІР НН ЕР gradf 或 Vf Хол, ФА 
АБ, А! az Мо К ЛЕ: 
.Gf С. д] 
ай} = ру +j 2 + k 2-40 
gradj = үр і ) y Ер ( ) 


一 cos (а,ху д + cos(a, у) of + cos(a, z) ЭГ 
Өх Әу Әз 


. 37 ° 


由 公式 C2-26) 立 即 可 以 看 出 ， 


| п 
gradf = Çf = lim = 
下 一 了 T 


дан, n HAERA РАНОША У ДУКА, F B.V AAR, 
РЕА СН рде P ВЕЕ, ВЭ -- К АЛЫКЕ, 
ЕЯ АЖ ЖУК, 

ЗЕ A ТОЛЕ НУ E Зе JEE Bi, 

н TAAN СНУ НУР, MARAA ERE eie 
FTEU ET), A 


(2-41) 


2 = ргайј т = Ü 
Хин, т ПИНК, ЖЕН АМЕН E, EA 
АЕ Br Шла DA РА T EE ЕАК ЕН FI, 
HHE ЖЕШ ЕУ 324510: ЖА b T 3 e 80179807 06), ИЖ 
в 8 44408) k 9 2 0) 83525, ДОЛЕ 
С8-08| Ë RJ ARJ 18) 5 ТН 5), АННЫ А) L BJP: = 
РРР КЛЕН „РОЗА АУЛА Е 


SL -一 |ргай/ | (2-42) 


HFA- AA Е-Е, ЛЕ ИН E (4н2»0),4/ 250, 
即 在 梯度 方向 上 4120, НЮ, Е дЕ НТА SE [ELLE 
线 方向 的 矢量 ,而 且 指 向 场 值 磺 加 的 方向 ,数值 上 它 等 丁 沿 法 线 方 
CENAE Li 
企 其 他 方 同上 (a 为 这 个 方向 上 的 单位 天 量 )， 
“г == pradj “ а 
ВЕЈК АУЛ [л] Е na 40 RETKE К НЕ НУ. H 
梯 苦 的 定义 立即 可 以 看 再 ， 两 个 标量 函数 之 和 的 梯度 等于 这 两 个 
ВАЗОВ E ЖЕ 
grad(f г m) = ргаај + gradm 


+. 30 » 


y RL BN НУЗЕН Jm ДЕТ 
grad(fm) == |ртайт + mgrad] 
有 关 梯 度 的 更 复杂 的 运算 ,我 们 将 在 符号 运算 法 一 章 中 详细 介绍 ， 
下 曾 只 举 一 个 计算 梯度 的 简单 局 子 。 假定 有 一 点 电荷 4 位 于 
坐标 系 的 早点 ， 由 静电 学 我 们 知道 这 个 点 电荷 的 电位 UU 是 


9 


° Ат n + y лї 
hs 为 媒质 的 介 电 常数 ， 
现在 来 或 这 个 电位 的 亡 度 。 根 块 梯度 定义 ， 


902. 4 х 2. 
Өх 4 Е (а? -十 у? 十 жїнї 
Эр, 4 Y o 
Оу 4ле (д + у? + жї”? 
Өд.) Í а. 
Og 4ле (а + у + 22)? 


于 是 
заар = — 1 Gz + iy + ka) 
$E (x> + x° -+ 52)" 
= f "Y" 
åre Р 
АН, r= УЕ Х/ i ir ЭС: 
г == AN х? + y + Ғғ 
XJ БАЕ ду, ЖИЙ КА, ФУД A, 
ЕҢ 128 А, SEE gradU ПДН sb Elsa BJ ИЖ, Р 
E = Г 


4жЕ r? 


2-7 ”矢量 场 通 量 和 散 度 的 概念 , 散 度 
ЖАЛТ АННЕ АА 
Е-Е 1896 а ЕА ГЕНЫ ES НУ kë HE E 
. 39 : 


—— ЊЕНА, 这 一 ОЕ а АТАА 
s= ËP Fie sr, Н TERG TARS, ЗЕЕ 3 FE 748 >< BJ 
Ж КУШ ЮНГ ы. 

о A ИСТ а, ЯГ 

а = а(х,у,%! 
хн а ПЖ АРАНЫ ЕНУ Ны: 
=: g, + a,) -+ a,k 

РЖ, TAN a(xz,y,z) А-А Ka yE 
ЙТ АЛДА АУН ТЕТЕ (х,у, z) х ЦЭЛ ГД, Л WE H: aR ІНІ 
5406-4212 Hd), Л ЛАД ETE ЕН 45. X 
4-48 kE AA Е) хуул НОТ Ж K ie, mas 
EOIR mi ЖІл, ХА а. nds ШТА Л; dS z а fJ JH н, 
ЗИ ач ЛЫГ мВ d Wi опу [ө у НУЫ < 
БН БҮХ БАРМЫН Ж. hey МАН ЖЫ a + паз ХТ И 
ААК, КАВИ ын j КРОН УХ, 

Ж а nds 51 (1507 


| ап 25 (2-43) 
х) 


- 


ТІН тк дЫ а 
示 在 单位 时 间 内 昭 商 上 的 各 点 洛 ;i 去 
аз ИНША ЗЕТ, РОТЕ ДО М, 201 
Дт. a L. ТТЕ оғ; EI- al НЛ] 
фа " ndS (2-44) 
Ж ЖОШ ЭГ ЛЕД S 11225, ТЕГИНИН, РИС 
y kin rik ar ПА: НЕ ЕНУ a n Е 
ІНІН СЫРЫН мае ET ЕНУ ДІҢ а ГОЛ БЛ 
НЕРОНА Ы ЖЫНЫ ИИ Е РАСА h $ ГД НЫ 总 ЕЕ, 
ЕО Ж ДЕ А. $ ЙЕН ЕН. РАН, Е 
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и Ы ша ий Ж, Jom e E R 
их m У ЕН ИИ K 的 


明 硝 指出 所 选取 的 п УЕ. ЛИПА n н 3Ң Ru s 51 PB 
zu JS КЕМ ШЫРА а Jl 8 УӘ, ММ 
АИ ЕЕ. ДЕР, А n Же. 


根据 band REWE fA, 就 可 以 判断 液体 是 流出 还 是 流入 封 


МІВ a 8, Мел, ЗГ ТНК ЛАШЫН ДЕЗЕ К ДЕН. 
аа, $ ARTE, АДЕ ҒЫ ЫЛА НЕ И ИНЕТА АЯ ВН AR ea 
№28 99. Ж) yii Б: 5 АНУ її, ЖІГІ ЛАТЫНЫ S 有 TE 仔 的 体积 
р 


фа -ndó 
S (2-45) 
Ж АЙЕ |І РЕТІ ЛЖ ЛИН ӨГЖ Y, ГОН НХҮЕГ 
И S ГА; 单位 体 цайн НІНІ НУ ^ ӨВ. 
ТО ЭМЭ Л СТ» ПЖ ИОН У 5 S 1082 |N 3: 25 
SEA P HoR ЕМ ЕЛЕҢ 


ф а • nds 
[ү E n 
VF F 


ЭЭЖ s ЭХЛЭХ АЧА EEA ‚К ЛА л КЇ sJ ie r lk ЕП КИЙИ 
РНЕ. 
PKP KATE ЕК СҮР ЖОН Е, 3E Bj diva 或 V-a 25 
Ж. ЗАЕМ) 
фа "nds 
14 


diva = Ç • а == lim = 一 (2-46) 


F — P 
ҤЧ 62-46 у] Ш.А: ЕТ. 
Ші diva > 0, АЛИЯ ЕРАЗ; ШЕ diva < 0, Ї 
11595135 fE P ЖОСА. чл Edu ЖІ УІН ЕН YU EK, 
ІҢ:КО2-279 ДІҢІН «уа ЖЕНА НДА КОЙ] А 
I; 
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а - nŠ 
5 


diva = ç • a = lim > 
l Vv ман y 

Qa Өв, 
327 (2-47) 


Оа, y 
-a T'a +9 
我 们 再 次 强调 , 在 diva 定义 中 ，n 的 指 间 是 朝 5 外 部 至 用 


下 面 给 册 两 条 看 关 向 度 和 运算 的 规则 : 
(1) ИТТ тк: 
(2-48) 


ПУ, 
div(a + b) = diva + divb 


а = 2, + a,J + ek 


ЧЕН: < 
b= bi bj + bk 
О 
a + b = (a, +b, (а, ВУ (а, НВ, Е 
TE 
| ба, + В.) Ola, + Ьу) Has + b.) 
divta + h) = D2 十 iy 0 А о 
да, ӘБ, да, ОР, ба, ӘБ, 
Br | öx ду ду Өв | Әг 
да, Өа, Өа, 
Ш ( Әх By (д ) 
(25. Db, ðb, 
Гб Toy + D 
(2-49) 


= diva + 4155 
(2) Шубиа) == wdiva 十 а + pradu 
AA, и Ж х,у. ПК РАЖ, ек3. 


HEHH: 


a = aà + a,j + а, Е, на = нал -+ ua, j + иа,К 


因此 
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ач на) = V + (ua) 


ӨСиа, Alua) 94 не, ) 
кы Әсма ) + Pu 7 . 十 = —— 
Ох Өу Оз 


但 第 二 个 插 写 内 的 项 是 а ЯП gradu 的 点 积 ， 
а + gradu = 2,2% ын 3 十 а, 54. 
故 最 后 得 
div(wa) = Ç (иа) 

一 ийуа + а + gradu 

= нү а + a + Уи 
用 第 四 章 中 的 符号 运算 法 很 容易 得 到 这 个 结 虹 ,div 的 更 复杂 的 
运算 详 见 第 四 章 符号 运算 法 ， 


28 м Я Е M 


在 天 量 场 论 中 ,关于 散 度 有 一 条 称 为 高 斯 定理 的 著名 定 起 , 它 
应 月 得 相当 广泛 ， 芷 第 四 音符 号 运算 法 的 定理 证 天 中 ， 它 起 的 作 
用 更 如 关键 。 我们 对 叙述 一 下 这 条 定理 ,然后 再 对 它 加 以 证 明 ， 
高 斯 定理 ОВЕН $ КЕ а Ву к, 7 diva 对 
5 所 包 体 积 的 积分 : 
$ а: nds = КЕСУ 


这 时 假定 在 5 АКА а PERN JAE ER Л ЕЖ, 


. 43. 


ШЕН; ДЕ diva ñus X 


фа “ 5 
£ — (2-50) 


m. — ыыы 


diva = т 


у= В p 
РВ Аа oK Б. А2 3907, BH 
> а + n; Š; 


diva = — T +e 2-51) 
1уа АР 4 


AH, 随 着 АТ — 0, в->0, > AV; ЖАИ МНЕ И 
JG s 81510 
diva AV; = Уга + n;;AS; + ЕЛУ; (2-52) 


Жар, AS; 表示 包围 休 积 Vi 的 封闭 曲面 5; ЕЛА Ж, пи 是 
AS; 上 朝向 V; 外 部 的 单位 法 矢量 ， 
将 式 (2-52) 对 j kan, А4 
У) (diva) AV; = УТУ. e niAss У e AV; 


由 于 АИ; 一 0 时 ei 一 0， 并 由 于 假定 了 а 是 连续 函数 ,从 而 职 
分 存在 ,于 是 


| divad = 中 a + nd S (2-53) 
F 5 


Хх ЕЕН ЗЕН, 2121-3310 Р 2988 ЖММ Лаос V; 公 
ДЕНЕ НЕЕ АНА, а < п;;А 5; ЕЛЕ, ADERI Г НУ Я ДЕ 
ИИ 5 的 贡献 。 这 里 后 次 指出 ，m 是 更加 5 外 证 的 单位 


2-9 ХЕ МК ш ИЛЫШ ИЛЕ 


在 2-3-1 “ТИ ,3511:15551А TR ЭЭР 281803 Ж, ШКО | 
А. T FPF: 


6.41 
1 


= 44 1 


Er, f зар, 41 为 曲线 (不 一 定 封 闭 ) 1 上 的 有 向 线 元 ， 
Ё.41 Ед f 各 СНА, 

ДЕ БЕ на РНК, ЖРЕТ ВЕКЕ 4 2038 
нее, ЗВЕНА СЕ ГЕК НТ 587: 


QE. dl 
L 


ХОНИН ИШӘ ЖЕЕ f 的 环 路 积分 ， 对 于 每 种 具体 
情况 ,必须 明确 指出 未 路 的 绕 行 方向 , 它 Ян” 

的 一 般 选 择 方法 是 : 如 果 已 经 确定 了 环 

路 所 张 蝗 面 上 区 法 线 失 向， 则 坏 路 的 线 
РИ АВЕ НН 下 看 ， 绕 行 方 
ТІН, ШІН 2-13 НДІ. 


有 时 情况 正好 相反 ,也 就 是 说 , 若 环 уни 
ЕГІН ЗЕ. ДЕ ИРИ ЕБ 2-13 环 路 绕 行 方向 的 
MER нд ЕД КА, ТАН НО: 
AHL 


有 了 环 路 积分 的 概念 ， 现 在 我 们 就 可 引 人 一 个 矢量 场 论 中 的 
ЖЕРК ДӘ: „НБ, 

жа Е 的 旋 度 定义 为 一 个 矢量 函数 , 它 在 任意 方向 上 的 投 
Y ETRE f 沾 封 闭 曲 线 工 ( 平 而 的 ) 的 坏 路 积分 除 以 工 所 合 
面积 AS ел яй С Аз — 0) 时 所 得 的 极限 这 里 工 平 
TERE РЕВВА ПОЗЕ. 

ЖЖ £ КЕ rof, сы 或 у X 表示， 把 上 述 定 
义 用 数学 式 子 写 出 来 ,就 是 


bf. al 
= |1 L 2- 
rot, t lim ге (2-54) 


这 里 要 强调 的 是 , 荆 所 张小平 面 的 法 线 n 其 方向 选 成 从 终点 朝 下 
在 ,二 绕 行 方向 为 逆 计 针 方 向， 

有 了 上 上面 的 定义 之 后 ， 首 先 需 费 考 总 的 一 个 问题 就 是 作 在 不 
жын киви ыла шай. ша лаған, 25 
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ОКЕ ААВ Rh ДЕШИН НЕМ SE n an М, 

为 了 说 明 存 在 这 祥 一 个 矢量 函数 ， 就 要 证 明 式 (42-54) 等 号 老 
шя КЕЛЕ AS 122 в 方 回 上 的 投影 。 为 了 证 明 这 一 
点 ， 让 我 们 来 看 一 个 很 小 的 三 角形 ABC, 后 在 空间 的 位 四 是 任意 
的 ,但 三 个 顶点 都 位 于 坐标 轴 上 (图 2-14), 


4 


р 
图 2-14 Ша УІНЕ. 486 
由 图 2-14 可 以 说 楚 地 看 出 
中 和 21+ $ £- al+ $ f .dl = ф ғ. J (2-55) 


HAREE od, oB 和 和 ос ҚБТ АЛЫ ЕҢСЕРДІ РУ 
以 它们 就 互相 抵消 了 了， 


令 afr 为 二 角形 ABC ПОЗЕ. АЖ 
ЖЖ oA4B、oBC 和 oCA 是 三 角形 АВС 分 别 在 хоу, уол 和 
хох 平面 上 的 投影 , 政 

Sp “= ФдявссО®Т 
бовс “= © дрес СО“ 
Зося == Sanctos 

ЗП УТА Н ГЭЭ, ERIE 1,,1,,1,., 1, 

$ Ё-41-41.54:с ф 4 -41-41,5,48 


ABCA 2.1 Во 
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ФЕ 1,5,2 PE d=, Seca (2-56) 
аВСа 


MU 5,(2-55348 50 
Ї.Здвс == 1,5,ав ан lbore T [Voc 
EW 
1,5 вс = [dadac cosY + L,S ge cos + 1,5, ссозф 
约 去 公 因 于 Sase Ho WERD I, ЕЖЕ 
i= I i+ Д), 
在 АВС ШӨЛІН ЕНУ, ПЕС 2-56 ун], Ias 1,, 1, ЖИ 
I, RE: f ЁОЛ ССБ АВС,оВС,олВ) 与 相应 三 角形 
Ш 2.0, 3ХЁР,х(2-34 ГЕН а Y ТЕ 
AS (БЭ ЛА) ЕНУ, УР С) МЕХ, ЕК 
f ЕВРЕЕВ НУ ВГУ, БО ГАЛАВ ЭЭ НЕ 
ЖЫЛ. А А ЖЕЦШ E ЕҢДІ ya kE 
А Е АЕ, А о4Во 和 三 角形 о48 "Х,У 
与 созу 成 正比 ,因而 坏 路 积分 值 和 和 5, в 之 比 与 cor 256, ЛА 
іп 1, 与 АВС 在 空 疯 的 指 癌 无 关 。 同 样 , 7， 和 7， 也 和 АВС 
ТЕЎ ЇНЇ ПЧ ТЕ ЇНЇ Жж, НИ 
ТА ГГ, К 
与 ABC HERE, CRETS f НЮ. 


2-10 旋 度 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 


二 节 证 明 的 确 存 在 一 个 天 时 rotf， 它 在 其 个 面积 的 法 向 上 的 
没 影 等 于 沿 这 个 面积 的 琴 积 分 除 芝 面积 大 小 ， 然 后 面积 趋向 于 零 
КИРЫ. ЗАЛЕ НА ЛЬ АЗЕ то! ЛЕНИН А Н 
的 各 个 分 量 , 以 获得 гоё ВОЈНА EA E A 

根据 rof HEM Gott 的 存在 已 证 明 ) BEM Р(х, У» ze) 
АНН ох 方向 上 的 投影 ， 等 于 沿 其 个 垂直 于 ох 轴 的 小 面积 的 环 
ЛАД, ЗАЛ ЛУШ ДАНУ ЖЛ, ЙЕ ЛУШ 0505 РЕН МЫ. Е 


+ 47” 


Жуа УЛ Jipa. Е ЫЫ АҚЫ РИ AIE ABCD, ЕТ 
{F yoz КРК 1$), 


x Q [G $ Az).0.0] 


图 2-15 ПШ ОРШИН 


ЭЛЕ ABCD МАУ AB = Ау, Ар = Az. ВСР 
ЕМЕ Н AB, BC ,CD,DA WAMI ZAMAR. ЕА Вул 


E £= xo, sz 一 za 一 了 Az, У Лий Ау E Æ у + > АУ 
2, dl == dy; 积分 方 加 和 3 轴 的 正 同 相同 ,因此 这 里 ff*dl 
= рау. 在 对 边 CD E 2 х= к, z= z, + гын Ғ»41-- 
-1,4у, КТА Ээ УТЛНЧИНБ,СТЕ CD E), 而 积分 总 
EH Y — Ay 积 至 » + 4) (М, TA 


. 48 • 


ғ.а ғ.а 
АВ бр 

y 124у 

0 


ИЕ 


Уу-Ёлу 


-1, (әз, ас + Az) dy 


у ра у ЕЕ y ДЕ BE h iS ле ЕЛА, 18 
ЕЕ | . 4] 


АВ 
УАУ 
ғ --- | буза 十 O Az )Агау 


7)-3ду 
9 
--(8:) asss 
Жин, Ө, 为 一 绝对 值 小 于 1/2 WE, 一般 来 说 , 它 与 ”有 关 ; 
97, 
(2-1) 为 эу EAE ABCD 中 的 基点 的 值 。 与 比 相 类 似 ， 
kë "dl + + |= “dl == (> |.) AzAy 


НИ: f Л ABCD 的 环 路 积分 可 与 成 


f бөн ад -(2:) нь 


ABG 


НЕГР Завср = АуАг, НУ 
$ fedi 
čo {ð A (9. ) 
Аула Хөу Л СЯ 5) 
НУ Ay >+ 0,&z > 0 УЖ, 


91, ДІ, 
rot „Ё = ду 一 一 4% 


此 处 Эн 及 25 的 值 为 在 P 点 的 入. 
у (12 
将 类 似 的 推导 应 用 到 沿 证 形 4,8,С.Р, 和 А,8,С,0, 的 环 路 
上 去 ,可 得 rof 在 坐标 轴 上 的 投影 为 


af, 0}, 
rot. f — ду — Өз 


rot f = Ofe 97, (2-57) 


Әс Әх 


Of, д, 
гог, Ё 一 дг — Әу 


+E 
ді, оү (08-98); 


十 (52 шин 5.) К (2-58) 
7 Ри, rof 可 当成 


бам 
QQ m 


юг—|8 9 8 

Ох бу Ds 

в | 
只 需 按 一 般 规则 展开 行列 式 ,并 记 住 把 Зу 
нэ, 前 面 ,就 很 容易 得 到 гоё 的 表达 式 了 ， 
现在 我 们 来 回忆 一 下 表达 式 (2-28)。 在 那里 我 们 证 明了 


，- 始终 放 在 
Г} ж 


| п x fds 73 ә} 
lim -3(57-02) 
FP r ду О; 
цэ ‚Эр, Öf, 
+ 392 - а») Tk is; 一 эу) 


这 个 等 式 的 右边 正好 是 го 的 表达 式 。 由 此 得 到 一 个 重要 
НУ ЖАЛА: 


„50. 


| n x fds 
rotf = Па (2-595 
yop F 


这 里 ， 了 点 指 的 是 计算 rotf ВИА. V — P 意味 着 了 向 P 点 收 
НЕЕ ЛИСА Род. ТИНТЕ 5 АННЕ НА РЕА, ЛЕ 
РА. А55(2-59) ШАН АН, таёИ-Л НЯ 
АНАР, ы ЧАН АЛЫНУ, "ВЕ ГАЈИ, 
EREI- TERRE. 

直通 来 证 天 儿 杀 有 关 旋 度 的 简单 生 质 。 更 复杂 的 情况 我 们 将 
候审 四 章 中 研究 . 

(1) ЙК ИНША ЕРЕ 


divrotf = 0 
ЦЕНА: 
| Өгөс,Ї Orot,f Orot ,f 
Ч уго Е -一 Әт шинж “ду | 十 ЕР 

B 2 (21. ӨТ, дүр 9}, 
Әх \ ду | 52) ЭУ ГӨ: Ен 5") 

ОН 

iC Е 58) 


ӘЗ, 0°}, 9°}. ОЧ, 
— OrOy 9х0; | 8594 09а 
0°}, ӨЧ, 
9205 беду 
-0 
(2) Ж АЈДЕ ETAREN 
rot( Ë -+ g) = rotf + гое 
其 证 明 方 法 与 梯度 ПЕЕ Е ОШЕНТЕ Н ЇЙ]. 
(3) го «ҰҒУ = иго + gradu х f (2-60) 
ЗАГ 52) x,y,z ҚОЙАЛАРАЖ, 
ПЕНА: 


先 写 出 гои) (lx Б СЛУ: 
д Ə p; 
rot (88) ын ду (97,) шин Әз (мј, 


91, Он ОТ, Ом 
чу Ti By "ө, 5 бз 

“ӨГ, ӘР, Он Он 
ау Ба: 


一 итог. + (grada X Ж), 


2 у 25 ЖЭ гайн Е y, Z 11:14 ЕЕ. ©) ІК; ЯН ЭХ: 
2 


rot (uf) = аго, f + (gradu X Ё), 
rot (af) = иго f + (gradu X f), 
НЭГ 2-60) К ҮЙ: АКА РОВЕР AHT, MA D: 
Sr 1 38. 
(4) d v(a x b) = b + rota — а 


ШОН: 
41-(а х b) = 9. (a x b), + 9 (а xX b), 
Ох Оу 


. rot b (2-61) 


+- (а x b), 
Әс 


Y 


ш 9 Са b, шин а,8,) 十 9 (а, Р, жи а,6,) 
т Оу 


“Da, Оа, ба, 8, | 
8.1 75, Әл J + ь,( Әх Dx 
"да, гіп Оё, 95, 
+ “о; - э }— а, (795 — a ) 
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2-1 斯 托 殉 斯 定理 


在 上 一 节 中 我 们 证 明了 一 个 抬 го 与 体积 分 连 系 起 来 的 区 
ЖҚ: 
а х fds 


rotf = lm- 2 
ХА ЕН — ТЯ rotf ТЕЛА 852343 БРУНЕЙ ЖЕ 
НУХ- ЖАТА. ХОЛ Л Тал e a, 
斯 托 训 斯 定理 КЕННИ ГЕН, Р f ns 
ДЕ НЕЛЕ ІСТЕ, Г.ЁВИТХЖЕ ЛИ $ 的 通 量 ; 


фе.а- | rotf + nas 
L 18 


шаһ EESK DARRERE, n E ds KE. MA 
ВЕТОВО ТЕ А n 的 终 Dr 
НАС ЖИНАҒЫМ АШЫ 


Ё. > Ж 
їй. МЕЖ УА 
ЕЕ ТЕПЕ ШАРЫ 


ПЕНА ЛЭ НН ИЕ 
МАЛИНА ИЫ, РИ 
ТУ ЖЕП F: 

Бэ» #ШШ S ЛЕГЕ Кз; бұп, дй М НГ) 
А а T s= СЁ 2-16). 

ЗЕ Hat ЕЗ Е Да, ан rotf HEX, ИН 


Н)2-16 3 分 成 小 而 积 元 54 


$ ЭР 


с 
rot f —= Bm У$Ъ— i 
1-2 K 


А AR Huj iB РЕ 85; 


+ 93 ° 


f -dl — тот, S| < е5, 
с) 


这 里 8 运用 于 所 有 小 面积 元 的 原因 在 于 f 和 го 的 连续 性 (一 
SN PE Sk PE ) 的 这 一 性 质 . 

将 对 所 有 面积 元 的 同样 形式 的 不 等 式 如 起 来 ， 并 注意 到 线 积 
分 将 只 铅 工 进行 , 同 为 沿 其 它 线 元 的 积分 竞相 互 抵消 ( 相 邻 隐 面 积 
元 边 帘 的 弹 行 方 铝 相反 , 见 图 2-16), ТЕЗ 


фе -41- >rot,f - я < 83 
中 f. 21 -| гог, 845) < ES 
L 5 
可 是 ,由 于 8 BEERA, IE 
фе. а = | rotf - nds 
НЕА Е ЦЕВЯ НУ Я а де Е, 


. 54 E 
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第 三 章 BH ZE А TR Ж 


在 其 体 的 工程 技术 领域 中 ， 物 体 的 边界 形状 是 多 种 多 样 的 ， 
为 了 研究 和 名 种 形状 的 物体 ,除了 直角 坐标 系 外 ,还 需要 选用 其 他 形 
САЈМА КАА, ЖА ЛЕ А ЗЕЕ ИСУ НО АЧАК АНИ, Я 
ЕЗЕН АТ АТР, ӘЛІН ЗІНІ Pr 8 n] Bë BJ Е 22 BH 2% ЗА 
жи нх», RAR А. КЕТЕ ЕЕЕ 
А Р-р, ТЕЛ АГА РИН Ч ph ko juk, 


3-1 АТАНУ REE 


3-1-1 确定 空间 中 局 的 位 置 的 方法 


大 家 知道 ,对 于 确定 翟 间 中 基 一 点 的 位 置 来 说 ,最 畜 用 的 方法 
是 给 出 这 一 挟 在 某 个 直角 坐标 系 中 的 三 个 誉 标 x,y,s。 这 里 的 x， 
y, 5 是 三 个 数 宇 ,它们 分 别 表 示 这 一 点 在 х,у, ЭХ E 893 ЕИ 
氮 的 惠 离 《当然 ,事先 要 规定 好 一 个 长 度 单 位 ,如 吓 等 ), 如 图 3-1 所 
Ж. х,у, ЖКХ РАНА. Я ER. 
ШИВ  В1-01--01У НЫ, АИ ВЕ Е х,у, z WE 
— ЖИ me, w 这 三 个 数 , 而 且 , 及 之 亦 可 由 нуун НВ Л! 
ЖУЫНУ х,у, 2; ЯЛЛ, ШЖ ЧЕ! Г.ШЭХ2-- ЭЭ 
Ж; 
n == J(x,y,.z),v = g(x,y,z),t = (хуу, х) (3-1) 
以 使 我 们 能 根据 给 定 的 х,у, z 唯一 地 确定 onw, 并 且 反 过 来 ， 
还 是 利用 同一 个 方程 组 (3-1) 可 根据 给 定 的 нь, 和 由 这 个 方程 组 
能 唯一 地 解 出 一 组 x,y, z RIRA и,» ИЙ: 
х 一 рф(н,е,е),у = ha == Х(ш,ғ,ш) (3-2) 
这 些 хууул МА Е УЕ: 3-1), RED 


. 5$ + 


~ 
ч. 
~ 
w 
~ 
7. 
ч. 
z ын 
Р(х,у z) 
mr | f 7 
/ 
1 м 
~ z 
эь. _ РА 
| / 
` / 
` A 


er 


图 5-1 ЛАЗА 

н = | pluv, w ), (и, 0, ):ХЄ(н ун )) 

v = (ив. м), юн) (3-3) 

w = ВС обим, 0,0), (и, р, ), Хи, о, ш )) 
Я, и.” 多 这 三 个 数 记 可 以 用 有 来 确定 PADMA, ADA Г 
mew Z’ WAG- EDR x,y, z, МИН T РАЈА 
H. М.А x,y,z, BAG- DEIRE SZAMA s, v, w 
来 ， 

HET И, ЖЕЛЕ ГИЯ fg, h в о, ф, Х, ШАБЕ Р 
点 位 置 的 观点 来 看 ，#,v,w 和 х,у, 2 是 同样 有 效 的 。 因此 sw, 
wB JUAR PADER, и, К РАНУ ЗК. 

所 谓 给 出 Р х УЛ АА, ЗВ РЕ Ш СН (3-1) 或 
(3-2), ЖИ Я НУ-- 2 5518 ГАЛА - zB 12128 
过 解 方 程 求 出 来 . 

从 便于 使 用 的 角 上 辟 来 看 ,通常 人 们 给 出 的 是 方程 组 (3-27， 即 
将 х,у, ?通过 up, w ЖОК, ҚА, РЕ АРЕНА НА ЖІ 
(3-1), 
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ХИАЖ f,g, h I pd, X BJP 12) 355 х,у, аи, u, to S 
—— R АЈ, ВЛ, Ба, 8 AJDAR р,ф, Z МОН IA Bs. 33 
УК, fsg, 下 和 Ф.Ф, X КУ ДЕРЕЖЕ), АНЕ ЖЕДИРЕ 50. 

Е ф,ф, 的 具体 例子 来 说 明 ， 

(1) HAERA 


х = H — со нф СО 
y = 乡 -- о < +? < - c° (3-4) 
2 = н — СО — zr = —+ СО 

(2) HEERA 
х = cos p 0 =< н < > 
у = # sin z 0 = , < 2х (3-5) 
z = ш --00 йш < -БОО 

(3) 球 坐 标 系 
x = зіп соз О=и < < 
у = м sin y sin w бил (3-6) 
z == #cos p (J < w < 2л 

(4) МЕЕ АА Ar 
х = асһисозф О =< н A >° 
у = shu sin ç 0 = р < 2= (3-7) 
z == W — ос < z < < 


INH а Жу, 
(5) ЭРИНЕ А 


= + G — 0) Ü = # < +оо 
у — ий --00 < р < 十 ce 53-8) 
z == --00 «4 =< +c 
(6) КИ 
х = ashw sin tu cos и, О = н << оо 
у = gshu sin z sin w Ол (3-9) 
z == achucosse («1-1 2= 
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хон, в 为 常数 . 


(7) ЕРЗАТ 
х = аси sin cos z О н << со 
y = achy sin z sin w 0 =< ç < x (3-10) 
z = qshgcos p (Ü = Ф «2 2х 

AP., еж. 

(8) 925 ШАВЬ АА 
x = # cos О = и =< СО 
y = ни sin to О р < СО (3-11) 


z= биб) 0 =< ш < 2x 


(9) 锥 面 坐标 系 
о (®=-) 0 < и < о0о 
OY = Еш) ма (3-12) 
: КОЛУ с? — ш?) Оси < в 
(27 = Ц’ — р") 


AH, суЬХЕН; си >> БУ > ш? > 0, 
(10) ЖКН АЛИ Ж 


КТ 
„у = ын 
(=) т 


2012 > __ p z __ „l с <и < оо 
Cy) 一 Шин гн s É < et < et (3-13) 
1 GE — tt — Е — ш?) 0 < ° < Ë° 
Gay 00 Ва а) 
АН, ç ЮЖ. 
(11) 抛物 面 坐 标 系 
(4У----2-р(8-Х8-9Х5-40д <, < co 
(yY = -- (u — сХс--әХш-- с) 0 < v < e (3-14) 


x == ц -—- u + m — Ë — € € < < b 
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AH, ó, £ иги С> с > р > 0, 


(12) ЖЕФ 
x 一 м cos p 
chy — cos w Ü =< < © 
sh# sin ғ 
chu — созы 
chu — cos w 
(13) MRE ЖА 
x = sin # Cos p 
chw — сози Ow 
y = En ут 
сім — созн 
shw --00 < w < 


chw — cosg 


所 有 这 些 举 标 系统 都 将 在 下 文中 详细 研究 ， 


3-1-2 «ИБН 
在 方程 组 


улс фм, и, и) 


z == Х(н,р, м) 


! ын фи, м) 


(3-15) 


(3-16) 


变量 (0,0) 则 任 其 变化 ,此 时 相应 的 х,у, 2 在 空间 中 的 轨迹 称 
为 对 应 于 и 的 坐标 面 ,这 个 坐标 面 一 般 来 说 是 空间 中 的 一 个 曲面 ， 


因为 固定 了 # 值 为 u 后 ,我 们 得 到 
x = рш, ш) 
y = COUPE, 


z = X(t vw) 


НОТА ЛЕН м, e UL х, 7 表示 wr) HE 


人 第 三 个 方程 ,得 
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z = Ж(и„.р(х,у),ю(х,у)) = а(х,у) 
这 是 空间 中 的 一 个 曲面 ， 
Ж 58 sye, e RATAREA и, ФОН ОЕ Ж а 
w 风 仁 其 变化 ,此 时 由 应 的 х,у, z TRR НУ АК AR M T 
的 坐标 线 。 一 般 来 说, 这 根 坐 标 线 是 空间 中 的 一 根 曲 线 , 因 为 固定 
Ти ВХ но Да, А ЕСЕЗІ 
x = plyt tw) 
y = p ЄЛЭ. 
z = (ну, 20,080) 
ВЗ — КН w PARAE = УЗ, 
р = у(х) 
z 一 (х) 
ҮХЛЭЭ БҮР НУ— 28, 
特别 要 注意 的 是 ,在 对 应 于 z* МЕНЕ, а Ek Пи, zo 
是 变化 的 ;而 在 对 应 于 * 的 坐标 线 中 ,# ЖО Ы, v, w RERE 
PER, 
РЕЯ РИ, RARE RAA ЯЛАА 
ЇНЭЛЭХ, 


3-1-3 ІНЕ ЖЭ Tü IE ЗЕ Я 


ЧА — АА [Н] ВХ АА е НАУ ЛЖ РН Г sb 4 H Es Bj, ЖЕНУ 
ҚАТЫ RL AR ХЕ 22 HH ЗАРА, 

HA АЛТАН E= РА ЕЕЕ ЗАЛА ШИЛ 2% ЛН Б. Е 
н. 

БАЛА АЕ ЕЕЕ ЕТ Н) ДЕ ТЕЛЕЛ ТАРАНЫ ОН Е. 

Til £F ЭЭ РН ЗАЛ ШИН HF 22 ЖЕР. “A Р(х,у,2) ATE 
一 交点 ,其 曲线 党 标 相应 为 "эбэ, ХАУ ГЕ КААТ: м 一 
ым, р = ЫЛ, во 一 НЯ. Ш9-дХх  НЗСПАЙН,ЕН 
十 坐标 面 

и = Қх,у,2) 


+- 50 = 


HJK ВЕРЕ ROE м ҰЛЫ, BD 


gradu И - 04 а. ұ ди 
x 


бу Оз 
3 EI F Ж 181 
р = g(x,y, z) 
的 天 量 是 函数 ”的 梯度 , 即 
Эг Өв 


de = i — 一 一 k 2 
grade i Ат 95, -Н 42 
3E AH FER 
Ww 一 В(х,у, ж) 
HIR Et y b Ж Ег PRERE , Bi 
ога == 1 ди + j?r + + Е. Ow 
Ох Әу Әс 


ІНІҢ "ГІ, ЭШ 55 ДУ РЕЗ REAREN 
НУУР, ПШПШ g +E АЯНА Ре, H 
тайн ° grady = 0 
pradzg + гай = 0 (3-17) 
grade + ргай = 0 
Я Ну ERRAI ЫН, ЯЙ л 
Әй д> Ou ðv | ди ôv 
Ох Өк Әу Әу Әх Өс 
Ox Ош Ән Ou ди Ow 
ör Өх T бу Әу | Әз да T” 
Өр Ош, Ор Ow | Ди Ош 


一 一 一 一 十 -— ЬЕ — — = Ü 
Ох Ох Зу ду Әс Әз 


这 有 是正 区 条 和 尾 的 一 种 形式 ， ТН АЛХ ЕНУ uyv, Ар 
示 成 х,у, 2 的 函数 ， 

ЖЕН х,у, z 表示 成 ну, ун Л ЭХ, ВРАГА 
р TTIE Ку, E r (Си,г,ш) Ж, 
НЕ ац 


- 0 


(3-18) 


+ $] ° 


dr = idx + jdy + kaz 


бх Өх Ох 
dr ЭХ dyt 9Х 26-05 
и Тб Bo 


Өу Әу Әу 
фу = — йн dr — de 
7 Эн Зи Әш 


dz = 05 да 95 do + È? dw 
t Әш 


Ән 9 


ЖЕ ч ВА Е, £, “ТЕН, H ЕН, 对 此 de == 0, 
dw 一 0， 故 对 应 于 * 坐标 线 的 切线 元 笑 量 的 三 个 分 晨 是 ; 


Дх | = СА du 


dz] = дя 44 
Он 


这 里 “|。 ХТ = 坐标 线 ， 即 只 有 * ЖЫ, 同 理 对 应 于 
© ЗАК НОУ СЕНІ ГЕ; 


dx|, = — дә 
Ov 
Oy 

4у|„ = 一 一 dy 
y| гу 

dz], = Әз de 
Өү 


АТЫР = ЗЕ КАЗНУ] ЫН 


dx | , == Ox 7477 
Өв 


dy) > = Әу дар 
Эш 

#2 |„ = д2 др 
Ою 


НЕСЕТЕ) 
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áx| adx], dy „dyle + да| „ахі, — 0 


或 
Өх Oz Judy ОУ ОУ дидо + © 9ж х ÕE judu = 0 
Ән Әт Әм Әр Си Де 
Б) 
Ох Өх ду. ду Өг Әх = Ü (3-19) 
Он Ор Эн Or Он ду 
用 同样 的 方法 可 得 另外 两 个 条 忻 为 
Ox Ox | ду ду Os Ов | 
Он Ош Ән Ош Зи Өв 
(3-20) 


Ох Or Әу Әу Оя Öz _ 
Әс Qu Өс Ow Dv Өш 


注意 ,这 里 х,у, 2 表示 成 uao, ге РЕЖ, 


3-14 度量 系数 的 概念 


为 了 简化 下 文中 的 推 寻 过 程 ,现在 51 人 度量 系数 的 概念 ， 
ЖМ ”度量 系数 L. L,,L, 定义 为 下 列 三 个 量 ; 


n- SEEE -l 
“0 БЕЗ) 


式 中 的 3 为 求 和 的 符号 ,对 х,у, z ЖЖ, 


3-1-5 用 曲线 坐标 表示 的 长 度 元 公式 

令 在 空间 有 两 个 点 Р, 和 P, Р, 的 直角 坐标 是 z,y,z; 781 
的 曲线 坐标 是 new, Р, ЈЕ ИАА ДЕ х Нах, у + dy, z+ 
dz; 相应 的 曲线 坐标 是 м Е ди, t де, + dw, 

Хэ, Р, 和 P, 点 之 加 的 距离 ;是 用 一 定 长 度 单位 来 肢 


. . 


ERE P P, РАЕН, ЛЕЕ ЯТ Жан, ИМЕЯ 
5; 
ds = adx? + dy дк) (3-22) 


式 中 的 dr 表示 Р.Р, УНИИ, dz,dy, ds 表示 Р, # P, 
НА. 

ІНЕ ну, ун КУ ГЦ х,у, К-Ж, ТЕ 18 
流下 不 一 定 共 有 长 庆 的 帮 何 意 关 ,因此 可 以 想像 Е ri ЕЛІ 
下 到 公式 来 表 术 长 度 ds 是 错误 的 : 

dr 一 ман + do: + dw 

БП EMAR- ВЕНУ х,у, 2 Пи,и, 
гё А ЖА э ТА НН Аё pR ЛЕЗА КА ВЈЕРЕ 
5103-2215 14 wv; 忆 表示 的 长 度 元 公式 ， 

RRHH, ТЕ ЕЕ АА РК А Ца, ЛЕН НИ ЕЛІНДЕ £, Bp 


x = (Е) 

у = y(Ë ) 

z = z( Ë) 
ШЭЭС ЫН. SEE 4: 可 写成 


ds = ^/ dx’ 十 dy? 十 4° 
= (4 кү (B gey з (a 
ү а) М (% dë) + 4 2 
2 Кау (DY (4=} 
б) тк) (Е) 4 
由 于 х = х(и,е,е),у-- у(и,е,ю), ж == z(u, t), H. z, 
y, Z JE Š УВА ЖК , [Ñ It: н.9,401 E: Š НУРЖ, | | 25 


(3-23) 


dx _ Ох Чи _ Өх аг Ох dw 
45 Ән dE Ov dE ðw dE 
dy 2 ду du , Әу de , ду dw 
dš Өн dš Өө ЧЕ dw de 
dz _ дз du | Өв dv | Өв dw 
dš Ой dš Ө» dš Ою аё 


e 64 = 


我 们 将 此 代入 公式 (3-23), 得 
Or du Эх dv Ох dw ,,, 
ШЕН dš де dË + Өнө ZE ) 45 


ЭНН: 


(08 Өх du dy ү Өх Ох du dw 


ds? = 


ди Ov dë dE Әди дю dë dë 


Ох Ux dv а “) dE? 
Qv Ою dë аё 


- Бус?" эг) (а) 


PF 


A н хүн a 


ох = 24) дн dw 
45 аё 


де бш) ЧЕ 4Е Ë 20 


根据 度量 系数 的 定义 ， 825) = 1, (25) = Га, 


十 
Ше 


5 (25) = L, ШИН ЕЭ 69 88 (3-19У81(3-20): 


Өх == \ Ох Ох Оу Әу Qs Ох 
5 = — = + 279 一 十 二 一 一 = 
(5 н Ор би Ор Ju Ог Он Ov 


s (22 сар Ох Өз 4- ду ду Өс Өд 


Ән Ого. Он 29 Өн Эш 19, дю _ у 


Әх ох” Ох Ох ду ду Өс Әс 
ря, Ау Е улы 
РЯ Ән Өс Ow u О Ow + Өө Ow 


于 是 (3-24) 变 为 


. 05" 


¿n = L? Ён 4) + L: (22 dë ) + 1,2, (= 45) 
ДЕ dš 45 


= Габи? Lidi -- 114и? 


最 后 得 
ds = А/ Годы + Lidet + Годы (3-25) 
这 就 是 我 们 所 需要 的 表达 式 ， 


在 对 应 于 * ВУ Е, НР dv 一 0，dw 一 0， 因 此 长 度 
20 45, № 


dr, == L du (3-26) 
局 理 STA T e ААРХАЖ ЛЕ 45, 29 
45, = Ldt (3-27) 
ХГ T е ERRARE 45, Ж 
ds, = Lpd (3-28) 


3-1-8 体积 元 的 定义 及 其 表达 式 

ЖМ ТЇЕПС НИЙ АБ Яа ж,б, 内， К C 中 一 成 Palms 
Hw) ЕН. АГ E ABERARTH ГІНІҢ 
过 P, АН. УНУ TARI 35 ОЕ ЛЫ РЕ; 


и = цу, н = № t du 
о = фр, == p + дә 
й == Wos н == и, F аи, 
如 图 3-2 所 示 ， 
РЕЯ ЕЎ УЛ: 
定理 ”在 正 区 有 曲线 坐标 系 中 ,体积 元 的 表达 式 为 
dV = L,L ,L „Чиа и (3-29) 


证 明 [429327 ӨВ ШЫ Нан, ДХ IK SIRI E ss 
HZ ARN, RE 
dV = dedi d£; 
ІҢ 
ds, = L,du, ds, = L,de, dse = Ба 
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dY = 1.,1.,1.мфидоди» 


图 3-z 曲线 坐标 系 中 的 体积 元 


3-1-7 曲面 上 的 面积 元 


空间 中 的 曲面 可 以 通过 方程 
ж == 2(х,у) (3-30) 
ЕВЕ ЕН 
x = фи, u) 
у = ф(и,8) (3-31) 
z = Х(и,и) 
表示 ,因为 从 类 两 个 方程 中 解 出 me 并 代 人 第 三 个 方程 后 ， 我 们 
就 得 到 了 z 和 х,у 之 间 的 关系 《3-30). 
参数 ну,» 可 以 看 作 是 曲面 上 的 点 的 项 线 坐 标 , 因 为 已 短 x, v 
后 通过 方程 (3-31) 我 们 吏 唯 一 地 确定 了 曲面 上 的 点 的 直角 举 标 
X,Y,Z, МЕЖ xz,y,z， 则 通过 解 方 程 (3-31) 中 的 任意 两 
陈 * 我 们 就 可 确定 相 允 应 的 м, о, 
背面 的 一 般 衷 达 式 可 写成 
Б(х,у, х) = Q 
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如 果 жуу, 部 通过 шу? 表示 , 则 Fey) = 0 实际 上 是 -~ 


ну: HIARI ЖЕ, 


HUK Е (а, уе 的 梯度 的 各 分 量 ӨР/Өх,ӨЕ(ду, 


ӨЕ/дх ПЭЛ МЭХ, 
БУХ л ЛА. F(xz,y,z) 一 0， 即 
Ё(х,у,с) = Есх(н,о),у(и,е),а(и,е)) 


= (нр) = Ü 
故 


ын 
ОЕ Әк , ОЕ Әу q ӨЕ дк 


— — "rr —f —O — —=— —P п - —— m L 


Өх Qy Әу би да Ән 
ЕДН, ӘЕ/Ә»--0, 有 


ОЕ Ox | ОР ду | ОЕ да o 
Ох др Әу Ою Өв Өр 
将 式 (3-32),(3-33) 联 立 求解 СЕ бру 得 
ОЁ ҚЫ гу 
Әз ди ди 
ӨЕ Or Әу Әсу,2) 
эв _ (8200: |. Әв био). 
Әх Әх ду | Эх Ә6х,у) 
Ом Ош О(а, 0) 
Әх Оу 
ди ðv 
Өк ОЕ Dz 
Өн Әз дн 
Өс ОЕ Әз О(ж,х) 
ӘР | _|9› Bz ди _ ОҒ Ilu, v) _ 
бу 23 да Ә(х,у) 
Он ОСи,е) 
Өх 
до 
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式 中 


(у.х) Br Oe] 0(1,х) |Әи Өв 
Әси,е) 


Ә(х,у) _ ди бо 
Әси,е) Әу Әу 


分 别称 之 为 (y,z),(z,z) ЖІ (х,у) 的 雅 可 比 行列 式 ， 由 此 可 得 
ВЕ ВЕНУ = EE 
Э(у,=) 
ӘР ӘР Baoy 
Ох dz О(х,у) 
ЭСи,ед 
ӨС, х) 
ағ _ OF Ivy 
бу Әғ О(х,у) 
Сн, и} 
ОР _ OF 
Оз Оз 


ХНУ НІ д НУ pi, ВТ РЗ НІ НО А 
KA 


ӘР 
maD- F 
КЕЗ Ы (5) =(5.) 
О(у, =) 
Оон, г) 
дуа) Y ү (дао) ү (ӘС, у) Y 
Әси,е) Ән, о) О(и, t) 


(3-34) 


. 69: 


яа 
Ө(ж,х) 

asc) = гэхэ s= === 

(90.20 у + (д. Y ү (ауу) 


СИУ. Әв, о) Әси,е) 
(3-35) 
д(х,у) 
соз (8,3) авг. 
' 'ӘСу„к)у \№ , /Ə(z,z) № , (Әсі,уу 3 
(2029) СЕБУ ШЕ. 
(3-36) 


ВРЕВА АҢЫ» ЫП АЛЕН ЖИЕН РУД и,’ ЖЕЛЕ 
的 曲面 上 面积 元 的 表达 式 ， 
定理 在 以 曲面 参数 ни,» 作为 自 变 量 的 曲线 坐标 系 中 ,曲面 
СЕЛИН 45 的 表达 式 为 
45 = ЕС--БЧийг 
= V d$: , + 451, + 431, 


= (55) + (97) 4 (22) = 5 (25) 
Он Од Он Әм 
2 Ох Өх , ду ду. Ө» Sz a s (22 931 
Он Öv Он ди Ән Әу Ом Өө 


(хү (ду ү (дү. ((дхү 

6 (55) + (22) + (22) 555) 

而 48,,.45,,,453,, ЖН 170 45 在 ху, ха, yz 坐标 平面 内 的 投 

Ес. 

ПЕНА; 令 45 ТЕ ху ЕШ ЕНУ Ж dsa, M] 

45,, = 45| cos(n,z)| 

男 一 方面 ,根据 微 积分 学 中 关于 双重 积分 变 基 变换 的 理论 ， 

__1ќх,у) 

45,, 区 


Жж. 


式 中 


F 


dad e 


470» 


HÚ cos (mn,z) 由 公式 (3-36) 表 示 。 由 此 得 
8(z,y> 


Ilu vy dudt 
6259 

— 45 Our) — 
O(y,z) ү О(ш,х) Ү Cry) Ү 
NER ) + КҮРЕУ ) + (бә 

此 处 根 号 取 正 信 ， 约 去 |909 | 后 ,得 
ӨСи,г) 
_ Э(у,=) N ОСу,х) Y Обх,у) ү 
45 (PEL) + (ано АС) J 
(3-37) 


将 根 号 内 的 三 个 雅 可 比 行列 式 展开 并 平方 相 加 ,再 和 EG 一 FH 
展开 式 相 比较 ,可 见 
(80 у. (Eaa у. (дау 


Әси, ғ) ӨСи,г) (м, 0) 
— EG — F? | 
因此 最 证 得 
dS = EG — Е? дийг (3-38) 
ДА РЯ: 


ы 


< 


— — М 


< |< яч а w | 
һы 


ты, 

йл 

ы 

е 

“г 

! 

илэг. 

D Œ 
5 = |= 

= 

+ 
n, — Энжи! нан мы. 


Е 0910) py Pjg °| 


Су 
ұлы 
— — 


нони (270985 
则 显然 
Е 一 n Ах, у) B(z,z) + Ë(y,z)]1 


G 一 > Cr, y) + Н(х,=) + B(y,z)] 


х,у), (х,ғ), Ку, АЕ ху, ха, yz 平面 内 的 度量 条 
ОГИ а Р 则 表示 对 哪 -一 个 曲线 公 慰 求法 量 了 条 数 . 
ШШ} x = pluv), у = ф(н,0), = 内 汐 任 一 半 
尖 系 式 在 相应 的 平面 内 组 成 正 克 曲线 油 标 系 ， 了 多 (有 见 式 《3-192 和 
(3-20) 
Ох Ох бу О 
94 де + ди дь 


Оу бу Өз Өв 


бу ОУ 4 ОЕ СЁ _ 0 


Он дә Эн Әз 
Ох Ox Әс Өг 
дк ðv "5, ди де -% 
Д зл, 1 
Әз Әх | Әу ду | Әх дау y 
2 % Әр + Он Әз F u 32) 
ЫГ 
F = 0 (3-39) 
这 是 曲面 上 ну,» 仅 标 线 正 交 的 必要 和 条件。 反之 ;如 F = 0, 则 
аһ == / ЕС dudt 
= lL dudo 
这 只 有 在 ue ВЮ РНЕ, AE F = 0 X ДЕНІҢ ЕН 
线 坐 标 系 и,» 为 正 交 坐标 系 的 充分 条 件 ， 
ЕЕК Ou, 
假定 H = X, P == у, ІДІ) 


„ 72 в 


e= (ш) + i Ч 7-0 


Ох _ 9= дж 
ду "Өх Әу 


ю-н-(8(2000-(57)-0:10 


-1-(25ү- 
Ох 


45 = ПЕЗЕЗЕ ДЕЙ + 2°) ахау (3-40) 


同型 


ХАНА ЕЙ АА (x,y,z) алиш ашна, ЭГ, 


O(y,z) _ Обу, z) _ 1 шен 
Әси,е) ӘОсх,у) Ұй Өз Э 
Әх Әу 


9(1,х) Or Ory) дү 
O(u,t) Gy Q( 4, t) 
+E ди АА (3-342--3-36 Л ЕД, 


Әз 


cos(n, zx) = 


соз (n, y) = ——— (3-41) 
一 一 一 
Л 十 ( ) 十 
‚Ох 


99 
== Е кон 
o) 


顺便 指出 ,曲面 上 有 的 曲线 线 元 可 瑟 成 下 列 形 陈 : 


ds = мз + dy: + dr’ 
с (дк, 1 Ox ү 

= s (94, + 0% 

1 Е де 4%) 

28) ( Әх? Әх 

一 2 4иар--5(25. Y dy? 

Vs (CEY аа ч 25 (2: “ да бл” (22) е 
一 рси + 2Fdudy + Садо (3-42) 


3-1-8 以 宅 间 曲 北 坐标 事 示 的 曲面 面积 元 公式 
设 在 空间 охуз 中 引 八 了 正 交 曲线 坐标 系 s vw, ВП 


х == ф(и, n.) 
y = pu p, 2) (3-43) 
х= Х(и,е,юе) 
现 求 用 мо, 表示 的 曲面 得 积 元 45 КЖ. 
АП ан НА хуу, 的 表达 式 (3-38), 即 


d$ = МЕС — F: 4 (3-44) 


(ІХ z,s, EL YES | АВ pR ЕУ, Wa ГЭ КА &,1 表示 ) 出 
发 , 式 中 ， 


Е --5 (94) 
95 

G = 5 (>=) 
Оз / 

F к= $ Ён а 
ОЕ Әл 


再 利用 方程 组 (3-43)， 通 过 数学 变换 ， 将 式 43-44) 中 的 х,у,к Ж 
ЖАС M yU, ж НУРЕ, 
首先 
. 74 т 


Эх д» 


Ox бү 
дь Әк 


и Өш ОЕ 
Ба) БЭ) | БЭХСЭ) 
ӨЕ Өр ОЕ 
(22 дх Он ВЭ 

Ән ди 


+2 (3 Әк Әк 
+ s (9%. Өх, 
+5( 


7 
ди 9т) 
ди ЕРЕ ОЕ OE 


Эр Әш ӨЕ OE 3] 
利用 正 交 人 性 条 件 (3-19) 和 (3-10)， 


Ох Ох Оо Ош 


М 


бы) ( 


5) 


Әх дх (9: < (2 =) 
ом СХ | р е (6% 95 205 (125028 
(58 9 й ди Ow Әу дш 
18 
== f 2 23) Г? 的 了 (22) 
E 14 (25 - (278442 
同 理 
Ох Он ди Өш? 
ЖЕСЕ 
(2% Оз Оң Ол | 
ЖЕН 
Өх Әх 
десті 
ОЕ От 
(х ди | Ox д» || Ок ош) (де 28 
-Sa OE OE T дь 213 Өш дё Он Әң 
Ox би | Өх 2и) 
Өө От дш Әң 
БЭ) би ди s (SE) 2. 20 
“5%; OE д» Ор ӨЕ дт 
Ох ү Ош дш 
4 
+ ТЕ 96 Әл 


. 75: 


+ 5(25 Ox (28 д» | ди де” 


Ән Əv / (Әң бїр Әң OE! 


4-5 (>= 2.) (б, Ою 4 даи 28) 


Ән Өш Әң Ол ӨВ 
4-3 (94. а (99 Dw t де Өю 
Он Оюу „ЭЕ Оз Әң Әк; 
利用 正 交 条 件 和 L. L, Le НЯМ, 13 
в = 1289 ди 1 ү Ov би |, Өш ди 
ОЕ Ол ОЕ От ОЕ Оч 
现在 可 将 ЕС 一 Е: 计算 如 下 : 
Еб — F? 


人 


Он Өв “Ом 
ОЕР 
| Ол Әя \ а, | 


- (ZL: Он ди : Әу Ov р: 20 деу 
ОЕ Әз OE Әл "Әс Оң 


— (1,1 (= 22 до _ ди беу 
ӨБ От Өл ӨБ 


Он Өш Он Ow 
+ (L,L Y lae 2 – 


Әр Qw Өв Әг ү? 
+ (1.4. [е — 
) *\ 95 On От OE J 


= Чыл,» | + (ылу 
(5,7 


ӘСЕ, т). 
ке ҒӘР 
(5,7) | 
ТКА 2463-4415 
dS = y EG — F: didy 


s. 76 + 


ш Ia. г.) 208.20. зал | 


“етер 
ШИЛ “гэ 4sda| 
ү +. с | ван] 
但 根据 二 重 积 分 变量 变换 理论 ，w,v 平面 内 能 面积 元 
диде = ЭН н; 


_ | бы, ) 
аці Бохь ЕЕ? 
vw 平面 内 的 面积 元 

dude = 42) | ЧЕ 


由 此 最 后 每 


(3-45) 


(3-46) 


(3-47) 


(3-48) 


dS «= VL L нь + (L, L dudwY СЕР вой 


(3-49) 


这 就 是 我 们 所 需 机 的 以 me, w УҢ ERWE  Ш ЛЭХ. 


ТИРЕ. 


如 # = 6, t=", iJ w = wl u,v) = Ww E,N), TB, BR x= > I HH 
面 方程 给 定 为 w = wu) 时 ,我 们 看 看 这 时 45 的 表达 式 是 什 


么 。 
在 给 定 条 件 下 ， 
dudw == аа ай - [Oke w) w) dudt 
Әби, 2) 
Ош dudt 
О 
А Он Эн а 
人 
BW Жей F 1, AH, 


77 


dedi 一 шад w) | dëd - |90 w) 4 ydy = де dude 


“7679 юм эн 


(L, L, + (L.L (22) + (1 540 “| dudv 


(3-50) 
КЙ А: 4 HH 1] 77 ЁЕЙЗЭН 21 
ш == (u, t) 
时 的 45 REA, 
和 式 (3-49) 相 比较 ,可 以 看 出 ， 在 式 (3-50) 中 通过 04, 28 


HA T ЖУ ШЕН ТИНЕ, MERC- ут КЕДЕЙІ 
АЕМ Ж, МУТЕМ МЕН ИШ ЖЕТШ ЗАЛ ШЫ и, e, w ЖІ 
ДЕЛ ОЛ A ТЕШЕН ЕН ІЗ, ТЕ>1(3-49)1, L, L  , L, {ХХ 
[м ШЕШН ААА Ял НВА, іХ-АЛЕА(3-50НЧЕ ЖЕЛЕ, EER 
们 有 了 研究 具体 曲线 坐标 系 的 预备 知识 。 从 下 一 节 开 始 我 们 将 对 
常用 的 空间 正 交 曲线 坐标 系 进行 系统 的 分 析 . 


3-2 常用 的 空间 正 交 曲线 华 标 系 


在 这 一 节 中 ,我 们 分 列 对 13 А АУА Е ЗНА А Б 
行 研 究 ， 研 究 的 思路 是 一 样 的 ,上 中 首先 给 出 хууул 和 uv, w 的 
关系 式 , 然 后 用 正 交 性 条 件 答 验 坐 标 系 是 不 是 正 交 坐标 系 , 百 利用 
度量 系数 的 表达 式 具 休 地 计算 LeeLee ПДА, 为 了 方 НЫ 
见 , 对 各 种 坐标 系统 的 推 寻 部 是 由 互 独立 进行 的 , 读 首 可 下 所 查阅 
НІН Г ЖЕНУ НН МАЗА АУЫП ҒАЛЫ Б.Ы | ШЕН ЖА МАҚ ШІ PE БЕЛ 
НЕН ЖАНИ Ж. АЛГА АЛА ҚАРНЫН ЕЕ 
用 и, 0,0 ЖЕ, ЕКІН ТЕВЕ- ЖЗА АНУ, 2 и, 的 
惯用 符号 ,以 便于 阅读 其 他 材料 ， 

(1) ВАНА АС 3-3) 


. JB * 


ЁО ЖАВРАЯАТР, 


x == д — =< x +оо 
ЭЭГ” Е + 


ТЕ АБЕ: 


Or дх | ду ду | Әде да үх ожох1-0х 0 
Он де Өн Or Ән Әз 


к= Ü 
9х Әк | ду Әу 


ду ду + 92 д: ox0t+1x0+0x!l 
Әу дг Ө» д Әу Aw 


== () 
Әх Ox | ду ду 


m—_—— ab — ——А- 


+ 92 02 шүхож0ох0-0х1 
би дш Әм Ow Он Ош 


= Ü 
改 直角 坐标 系 为 正 交 坐标 系 ， 


图 3-3 KARR 


ДЕЙТИН: 
x ==, ул МЭХ, БСН 
它们 是 三 个 相互 一 直 的 平面 ， 


. 79 + 


ШЕ ТЕЛА: 
a= (GEY + (2) + (2 
2140-0531 


дхү (ду (0s _ JT Ta _ 

СЭС СЭ ЕЕЕ 
_ (б (ey. EF suri 

L, (SE) a (S2) + 94.) У9--0--1-1 

(2) БЇЛ Л ЯС 3-4) 

ТЕЁ ЛЕН Е а, В ОЕ ДЕ нэ Буй — фуш = z, 

ayat ФД Typ, 的 关系 是 ; 


Х = r cos 4 0 = r << со 
y = r sin ф 0= ф <22л (3-52) 
z = z --О0 < z = + 60 


ó = Зж/2 


3-4 ҤЕ} Ж 


а ВО «+ 


坐标 面 : 

当 + == МИ, xt + y' = r? ҰН 
хе, 

当 p = ЖЕ, 

yiz = tg = ШШ 

H KC3-52)uj а НӨКЕРІН, 

Наэ ЧЕ, ЛЖ -ЭТЭРШ, 
Вэ АА АВ SBI. ІҢ 3-4 Hi, 

下 次 性 ; 

Oz Әк ,Oy ду \ Əz Әз 


Ән Or ди Өр ди дг 


_ Өх Өх Әу Әу Ох Өш 


Нил" — Qu 一 一 — 一 一 一 一 一 


Or дф От Op дг ду 


== cosd + ( —r sin p) -t sin b(rcosd) +0 


= () 
Әх Ох | ду ду ү 92 да 
Ән ди Эн Ow Он ди 
- Ох Or , ду ду | Әх Og 
Or бет Ок Оя Or Оз 
一 0 十 0 十 0 一 0 
Ox Ox , ду ду | Oz Өк 
Әр Әм Өө Ош Әп Өш 
- 9х Ок | ду ду | дә да 
Әф oz Әф Ә: Әф Әз 
НО. ЕМЕ ЗА ЖА Е ААА. 
+ Ж ЖЖ: 


= 0--0- Ü = Ü 


‚ВЕ. 


— АЛ cosi + віп + 0 == 1 


 1(9хү Ба) (9% 
“, КЕ ) + 9 + Эв | 


= А/ Звірі + к1Їсо850-1-0 ==к 


О дд ... 


о ` 9 4 Өө үс 
г. = J + (2Y + (25) 
Ям 775ұі а 
- (=) + (@@-) + (2=) 
-А0-0-1-1 
(3) ВААС 3-5) 
ТЕМ АР АХ Н, ВЕЕ E и = гиф, == Фф, 
х,у» ЖИ г ,Оф Э А Б. 
Ширнэн 0 = +< со 


А 


у = r sin Оз ф 0 = Q = я 
z = r cos б Ü = ф < 2л 
МАЙКТЫ; 
г = ЖЕ, 
хе У 27 = г? ЕЖ 
这 是 一 个 球面 。 
当 Ө = Л ХН, 


(z: + угу == te 9 = 1 шар 
© 
Вр 
ү? -- y? — сў? 
НТЛ Е Р яд ЈА АА КЕ, 
Ур Фф = ЕТ, 


‚ 82 + 


(3-53) 


yir == tgp = Ж 
由 式 (3-35) 可 置 出 ， 这 是 一 个 半 平 面 ， ВТК ДАННЫЕ ZE РА 
3-5 th, 


x 1 ! 
| 


+ 


Š: 
р 


图 3-5 ЖЖ 


正 交 性 : 
Өх Өх Әу ду Ox Өхж 
-一 一 一 十 二 -= 2 95 Ок 
Өв Әр Эн би Он дею 
一 rcos*b sin 9 cos) 十 гн sin 0 cos — r sin Өсоѕ 8 
жез () 
Ох Өх Әу Әу Әс Өз 
ее ЫЎ 2908 Өз 
ди Өш Ән д Он дг 
一 —rsint sin фсозф -+ rsin28 sin ф) соз ф = 0 
Ох Өк | ду ду де да 
Оо дш Әр Bw By дь 


= — у? sin O cos sin фсов ф + г? sin O cos sin Q cos ф 
== 1) 
ВУЗЕ ЖЭ ХЕ ЭХЭЭ АЖ, 
[1 ВЕ: 


СЫНЕ) 


一 Ас софия. + 十 sin2psin20 + сов? 


= | 


Ох N Әу ) (22 ) 
L, шин (9%) + | 一 一 + | 一 一 
1 Ор Ор де 
= Wasa + r2sin2 peost + r"sin'0 


4. (8 He \? 
Le -J + (6) + (aw) 
= y rzsinzdsin28 + ғісовфзіп?Ө 
== рэп б 
(4) ЖАНАА 3-6) 
ПАЦІ ,惯用 的 符号 是 ип, 9-9, w — x. 
х,у, M ң,ф.а 的 关系 是 : 


x = асһзрсовф 0 = у < оо 


у = ashy sin ф О Jp < 2т (3-54) 
x == z ——© = х = оо 
As ER B; 
GJJ- 
achy ashy 
ix Е НЕЕ, 
当 ф = ММВ, 


ээ 


(Уы Y. 
25) Саш) | 
ха ХАЕТ. 
u д = МНЕ, ХОР, ИТЕ Е sets ЗЫН 在 图 
3-6 R, 


= Зя! 2 
В|3-6 ЖЕШ АА. 
ТЕЗ ЙЕ; 
Ох Әх Әу ду Өс Өз 
ох LX ЦУУ SI ү ЕЕ Үл 
Ou де Ән Ог Qu Оо 
_ Әс бх | Әу ду | да де 
От Оф Оң Әф Оп Оф 
= ashy cos + achn — sia ф) + achysin ф + eshycos p+À Ü 
= Ü 
Dx Ox | ду ду 4. бе Оа 
Ән Әә ди ди Эн дш 
- х дх || Әу Әу | Oz де 


一 一 -- 0 
Оз Oz Qn Оз Ол д; 


‚85. 


Өх Өх ду ду Dr Өг 


д» дш дь О Əv Эш 
__ Әк Ox Әу ду (Оз Öz p 


=“ — —  D—_—o<saa>nƏ,'- —S—H  —F[,[ 


— 


Өр Оз Оф Os Әф Эх 
NSDI At ЛБ $F ЖА 20 IE ХЕ ЧЕН АА. 
度量 系数 : 


L, = / (5 十 (22) + (2) 
Ол “Әң Од 
= V а тсоѕф 十 azch2msinab 
= в V ch2ycostp — соз” + chiqsin2p 
= g V cba 一 cost 


(бү у [дүү /day 

„= (85 + (52 + (22. 
y 54 24) 997 

= А/ всьо 十 а!8Ь соя ф 


= q А/ сн — costo 


г. (0) (ж) (8) i 


(5) ЭШ ААА. С 3-7) 


在 此 坐标 系 中 ,惯用 的 符号 是 # — g > Um р. =, 


Х,у,? 与 EEEE] 的 关系 是 ， 


y = 1 (иё x2) 


2 0 =< в =< + oo 

y == uy — со < p =< СО 

r == Д =>; 
ДАЎК; 
当 u = RAR., 

y? == pp — 2х) 
这 是 一 个 抛物 福 面 。 

当 s ШОК, 


86 = 


(3-55) 


уі = p(y? + 22) 
k th e АИ. 
ыл z 常数 时 ， 这 是 一 个 平面 。 所 有 这 些 坐 标 面 都 画 在 ІҢ 
3-1 中 。 


№ 3-7 ВШ 


бх бїх Әу Оу Әх Өв 
Ох ох ы | Су) Ч? + — — 
Ох дә Os Оо би де 
Әх Өх ду Әу , öz Oz 
-9%9%- + 22 = 
Од Оу дь дь Ән бэ» 
一 一 /十 Ap 十 0 一 1 
9х Ох Әу Оу Әх Әз 
+ 92 бу „СЕ 94 
ди ðw Ән д» Ән ди 
_ Эх Ох Әу ду Ox Dg 
十 — —— + — — = 0 
”Ba Әк ди Әз Өд ба 
Әх Ox | ду ду _ Ол Әк 
ду Ow бс Ow Оо Ән 


. 87 ° 


— Ох Өх | Әу ду | Öz да 
Ор Оз Ор Ох Ор Оз 


ИОД Л ЖЕТ АТА А ХЕ 85 PR ЛА. 


= 0 


г. = (ак) + (Be) + (5%) 
ИЕ 

te= (ы) + (5%) + (85) 
уте 

г. (=) + (EY + (2) 
一 1 


(6) КК ША АС 3-8) 
E НЭЭ ER АН, ЕЛЕНЕ s = 9,0 = 0, w = ф, 
л,У,2 与 ",09,ф ВЈ Е: 


х = ashn sin @ cosg 0 =< n < ОО 
y = ashn sin Өзіп ¿b 0 =< 0 = = (3-56) 
z = achy cos D Ü =< 中 < 2ж 
ЧЕК; 
当 = ОМ, 
<< 2 
а?а + а; + асат та 
这 是 一 个 长 椭 球 面 ， 
当 Q == ЭЭН, 
2 2 2 
E ЖЕТЕ? и ЖҮН 22530 =! 
А ХУН A, 
H p= ЖЕТ, 


у/ x = tg 
ЕҢ55(3-56)41, зх Л рш, ВНЕ 3-8 
ri, 


让 一 下 /了 


图 3-8 КЖ 


正 交 性 : 
Ох Әх Оу бу Әг Өт 
“Яя 55020435 YSE а ЧЁ 9% 
Он Өс Он Оо Он д» 
- Ох Ох | ду ду | де Ок 
= (achn cos D sin © )( азһз соз фсоз 0) 
-Cachnsin феі 9 )( ashmn sin фсоѕб) 
+ (ashncos0)X( —achq sin 9) 
= Ü 


Ох Ох | ду ду | д az 


тат... т... — —U 


ди Ә Әди Әс Әди Ow 
_ Өх Ox ду ду | Өс ðs 
Ол ОФ Ол Эф Оқ дф 
== (achn sin бєсоз ФфЭХ —ashn сіп Әсіп Ф) 
+ (achzsin Әсіп p X ashy sin 9 соз у>) 
== 0 
Ох Ох | бу ду 4. Эх Өз 


Әс ðw Әс Ow д» Ow 
_ 9х Ox ду Оу 0 Әз Өв 


7 99 Әр 90 Әф 30 дф 
= (085їЇсо5Ө0с054Ф)(--4811 sin Өсіп ф) 


+ (ash? созбсіп Ф)СазБл Яп Өсоѕф) 
= Ü 


rS EH А КАК А 2 IE 22 55 Pr Яв, 
FERRIC 


5) + (6) (92) 
L, = — + _— E 2-2 
(ё Әз Ол 


一 Иа? со р + asme + a°sh'ncos298 


= aaf shin- sin2@ 
(0:4 
L, = (25) + (65) 
(2007-07-02 


== байн 十 815) со5:Ө8и25ф -+ 115) 370 


== а^/ 5155) 十 51129 


СРЕ 
„= (25) + (2. БАР (55) 
== g ША: + shinsir соз» 


. 90. 


= ashy sin 0 
(7) БЭ Ан 3-9) 
在 此 坐标 系 中 ,惯用 的 符号 是 и = „ә = Ә,ш = ф, 
х,уух 5 ,0,ф 的 关系 是 : 


х = асу sin 9 cos y 0 = л = ОО 


y = achy sin О sin p 0 =< 0 = = (3-57) 
z = аҺусов б О Jp < Z= 
ЧАК: 
= a = 常数 时 ， 
x? y: m _ ) 
atch2z a'ch’ 7315) 
X RE — БИН ЭН. 
= 0 = КМ, 
х* y _ z: — 1 
atsin‘ 2751120 а*со520 
这 是 一 个 单 叶 双 曲面 . 
= p = ТО, 


一 一 gp = Й 


НИ 63-57]. ХОТ, PAREA ЕТЕ 3-9 
中 。 
正 交 性 ; 
öx дк | ду ду | Әз Əz 
Он Ov Он Өө Ән Өө 
Ох Ox Оу 9 Әх Ох 
“Өл 56 T Өл 86 7 Ər 99 
= ashy со; sin O • achy cosp cos 
-上 gshy sin p sin 0 + achy sin фсоз Ө 
-+ achy cos —ashy біп Ө) 
=== Ü 


+» $i + 


= Өх Өх 2 ду Әу | бе де 
Оң Оф Оң Оо Оу Әф 
= 05119 соз фол Өз ( —- achmsin Фин Ө) 


+ азор sin с sin ӨС achycosd sln 85 + 0 


== Ü 


2 


08:40 
Ши? 
> ұля/2 


图 3-9 ВНЕ 


б, б t or эш б, ов 
_ Ох Өх | ду ду | Oz да 
90 Эр 9698 Әр 06 дф 
= achy cos Өсоз + (—achy sin Өсіп g) 


* 02 » 


+ (achmcos 9 ма pM achysia cosg) + 0 
= Ü 
ЖУ НЕ ЛИ ЖЕЕ АЕ А ӘЛЕУ 42 ER Ях, 
БЕ R: fr 3: 


.. 
L, = (25) 十 (27) 十 (22) 

Әд дл \ Әл 
a 817) 51120 соз2ф + Ел ша + <Һ”фесов 0 


aaf chin — 51120 
ал/ 5134 十 соб 


Ох 32 Иду N “Әз? 
L, = (55 . ( z 
КЕ БАҒ 5150) 


一 a сһ?лсов?@соз®ф› + сїсо8“9512ф 十 shinsinid 


== aaf shën 十 с0520 


[ 


! 


| 


= а^/ chiq 一 sin29- 
(8) ВЕРА (E 3-10) 
在 此 坐标 系 中 ,惯用 的 符号 是 u= p, — v, 一 由 
х,У,2 5 и,»,ф |15935 аха: 


X == gt): COS Q О = ш << ОО 
y = ырза g Ü = > < ОО (3-58) 
Ё -- (м 22) 0 = ф < 2x 
ҖАЕК: 
当 — КМ, 
x' + у = (а? — 2ш) 
ЕК ЭД Hal, 
当 „<= ВН, 
хе уб = уі + 24) 
х The + ИН, 


» 93. 


当 出 一 Ж ЖАНЧУ, 
у/х = чф == ні 


由 式 (3-58) 知 RETER. 所 有 这 些 坐 标 面 都 加 在 图 3-10 


В|3-10 шт 


JERE; 
Ох Ox | ду ду | де дз 
ðu ðv Он д On Әт 
Өк Ox | ду ду | де да 
Өд Ор Ән Ор Он Он 


= мсовф + мсовф + rsin фи зіп ф — и? 
== Ü 


а 94. 


Or Oz |, ду ду у Өк дк 


—. - — 一 一 — 


Ән Ow Өш ðw ди ðw 
_ Ох Ох | ду ду | Өв Әк 
On дф Әр Öp др аф 
= v cos p — p sin Ф) + v sin (ну cos db D + Ü 
= Ü 
Ох Әс ду ду + Әз Oz 
Ор ðw до Ою Әу дш 
Ох дх Әу бу Әс да 
7 9) др By öp Ө» дф 
—мсозф(—— ра sin ф) + ріп (un сов) + 0 
== [) 
故 抛物 面 坐标 系 为 正 交 坐标 系 ， 
度量 系数 : 


L, 一 КЕЗ 十 ) (92) 
да 
= ө] + р^віпёф Бод 
= y p + 
L, = MEY- ан (92у + (227 
E ; Ор 
== А/ м? со? ф + p sinto - r? 
= МА 十 р? 


L, РЕЗ x + ЕЭ! 
Әф) Эф 


一 = АИ цал sin? + ис» м. 

=“ др 
(9) 锥 面 坐 标 系 (图 3-11) 
在 此 上 坐标 系 中 ,惯用 的 符号 夺 м = r, e = Ө, = = 2, 
х,у, 和 1,0,4 HARRE: 


ч 95. 


к 


0 = r < со 
(уй - 2028-30-13) ы 206 
7 53( с? — 67) ， pi (3-59) 
0 < 2: < 
(уу! 100 02000? — 0) 
"Ын 2 р?) 
AH 
¿1 > 0 > b° > Д >= Ü (3-60) 
АЕ: 
当 r= ЗЫ, 
х y? z2 == = ИЖ 
这 是 一 个 球面 ， 
т? у? тэ 
88 8-0 аф" 
хе К. 
当 À = ЗОН, 
“Уа |.) 


х Н Е 0, АҢ ДЫЛАРЫ ЫНЫ 4 3-1 rh, 
EZE: 
Bx Өх | Әу Әу | де Өк 
Он Әр Он dy Он Ор 
Ох Ох | ду ду | де Ок 


——"I [srh.s  y>ənl— ээвэээээээ 


Әг 06 Өт ӨӨ Br öğ 


Өд та, (Ө-ыуы- д2) 
аин — + — -+ 
be ёс Бс — Ё?) 
rev В? — 12 
м 0с? NAE 一 вз) 


. 96 , 


(с — Oe — 21) 


(а-ы) 


— 21 一 一 
Ма муе 0) 
ЛО 110 _ 
= рісі ГЕИ < 


图 3-11 ШАА 


Ох Өх | ду ду | ба де 
ди ди би Ош Он Өш 


2 дх Ох ду ду | Өз дз 
ðr О; Or ОЛ Or QA 
ИЛЭН Кю 


bç ёс ү 26-24) 


97. 


— riy в — b: 

Ио вуш) 

m TAG re a 

ширгэх 而 3 

Өл Ох Әу Ө Әх Әз 

д» бы + д» Эш + Ov дш 
_ Өх Ox ду Әу , Öz да 
7 86 93 99 д» 90 Әл 


ғ 


-TIC бя _ _ 
Ёс be VB 55) (05--25) 
W YY 
ва эу = 
rW O 
в -- bz) (et — 6?) 
(Агуу = — 6! 
Моа нуе — 19) 
_ Аб 010: 
Біс! bš zt 


ИРЕ ГЫ ААК ЖАА. ЛЕ АА БИ ЗА, 
КЕ РЕ ЖА; 


0х (9; y 23) 
L ~ ын F и 
" (2 u дг u а 


Өд" р 69° — БР) СВ бед 


р? с? Б с z ___ Б?) 
Әх Ч? ду х Өв Ү 
n- JEEG 
/ 99 99 98 
2 СУ у м = 
рё? Б с? — b) сө? __ р?) 


= 1 


"08-13 
тат 


(90) +) (2) 


r 0 rb) rr) 2 
bei ble — Ьу (b: — 41) е; 2 b?) (с : 一 12) 
ШИР 22223000 


(5 — à ST — 44) 
(10) ЖШ ААЙ АСЕ 3-12) 
在 下 学 标 系 中 ,惯用 的 得 号 是 4 一 ?ip 一 0 一 1。 
х,у, 与 7,0,4 IRRE: 


оог - (765) 
с? < рі =< оо 
(уу — ОТ -4Х8-1Х5-1) p? 02 = с? (3-61) 
Б сі — ЬУ | | 
Ç өз 5 О < 4 < Ë 
1 02 2) с? — 1 pł? — 4 
(=) сс — Б?) 
AF, Be Ж Ж.Н. БОС, 
坐标 面 : 
当 д = 常数 时 
Е Н 
" М-ы e 
гү — муе ар еее 
= Сс? — b°) сс? — Б?) 
一 1 
хо: НЕ. 


К. у: __ z? 
"2-и г? — 6? 


“е Ра С с) А) 
-дат ЖӨЖ - 54) сє с? _— #2) 


中 99 + 


= 1 
这 是 一 个 单 叶 双 曲面 。 


1: Б? _ 13 c: — 13 
— 20 Ор-03Х0-029 _ Q — «958-609 


bic? 52( с — 62) 22 с? — b?) 
= 1 


这 是 一 个 双 上 时 双 曲 面 ， 所 有 这 些 坐 标 面 都 画 在 图 3-12 中 。 


Н|3-12 ЖЕКЕЛЕ 


正 交 人 性; 
Әз дк | ду Әу | Әк Ox 
Он Ор Ән Ov ди Ov 
_ Әк Or | ду ду | да Ок 
Оч) дө Ол 90 Оз 98 


_ бид а-ы - (с:-- 25) 
5262 Л Б с? 2 b?) n с с? — b?) 
== Ü | 
Fir) £S BJ Е ТЕ; 


+ 140 + 


9х Ох | ду ду | Ôx Os 8 
Әу 94 Оң 94 Оң å 
Ох Ox | бу Оу | Өв 2z |, 
98 л 60 54 90 д: 

КОН ЖЫ АР } Яа 201555 ЗА А ЖА. 


KERM: 
бїл 
шан JCA + “| + (2Y + (8: y 
m [EE O pO (-09( 0-1) 
ЕГЛЄ “атау асу em (ас) 
根 式 内 通 分 后 将 于 一 如 КАДР ВЕ ЛҒ 518 т" — 0° 
除 。 同 理 可 证 分 子 可 被 rre в. ЕНОТ 
А — МТ — 6%) 
将 те ЛОУ, 
ACE — А) (с — 02) = сорс? — A Ne — Ө)? — 2) 
由 此 可 得 
А == СБ с — Б?) 


即 分 于 为 
PPE — Б) САН ЭСАНЭ 
将 该 分 子 代 人 根 式 ,最 后 得 
L, - [i aD — 69), 
( — 5) (а с?) 
用 同样 的 方法 可 证 : 


; _ /Cr = 0900: n) 
| (9° be — 6) 
р (1 — A — 2) 
I (95-01 Хс7--4) 
(11) ЛАЧАК СР 3-13) 
在 此 坐标 系 中 ,惯用 的 符 与 是 H= ду t = р.и = À, 


"101, 


Х,у,л 和 BPA 的 关系 是 ; 
(ay = —— (и BNG — xz)( — 1) 


(5-- с) ; 
< м < СО 
(уу = — (ее — УСА — с) 0 <, < € 
(2-6) 
«11-18 


х= р tv ti — Ë — с 
(3-62) 
ЗОВ, = > b > А> cç => x > ü, 
AER M: 
当 д = УУ 
7 ? 
+ 


оф + (c о) — c)] 


b — € 


一 —4(z — p) 
Aee ЦЕГ ШИ ФИ Ш, 
МА р = НЕ ШШ, 


Б — Б C — р 


= i Ки — DNO — 2) + (z с0а — c)] 


== 4(z — р) 


х МЕН ЕНУ ЕРЕ BI, 


х“ Ш y? 


В-1 2 一 6 


= 一 一 Їс-02Х5-03-10(4:-0Хс-12123 
— € 


= 4(z — 1) 
Ken- TRARA., Ви 2 АА ЦЭР ХЕ С3-13» н, 


т 102 * 


В|3-13 ШЕКА 


EYE: 
Ох Ох , бу Әу Өв де 


Он Әр Он Әп Он др 
= Эх дх | ду ду 4 Өг де 


би дь Он Ө» Ов Әр 


_ —1_ fO x) — Xa — Б)СЬ — ау 
ре (и — bG — r) 


(e — у 人 一 cz 一 cx 一 ec) 
- 315446 (и — с) беъ) kë 


= P `“ арад 
b — с 


Ох Өх Әу ду Ох Ох 
бя ОК |97 OF q ОЕ 0% 
Он Әш Өн Әш дн Qw 
Ох Ох Оу Оу Од д: 
= 058%. Оу OY | 
Qe д1 Oz 94 ди БҮХ 


‚ 103. 


-=L [6209-00-00 
b — с 


(u — Б) — А) 
1 (с->Ха-«Ха-«Хе->),| 
kipa, (в 一 ci — с) Ы 
-一 一 0—0) + с (ео) +1 
= 0 


Әх Әх ду ду , Әг Oz 
ох ох 1 СУУ? 2 098 9% 
Өө д Ор Ою Ор Ош 

— 0х Ox | ду ду | Әз Os 


Оу 94 Өр ӨЗ Ор Ол 
= —1 Ја ЮО 00а ЮФ» 
р = с \ (8-0) (Ó — А) 
! /OG Ne үү 
b --с “79970 
1 py 
5-2 (в — b) 2-2 
= 0 
НТ RA E E R. 
EREE 


22) + (5%) к\з) 
„= — |) + — ) T+ ! — 
(E Он Он 


| Е — (и с) + (с —›)(4 — с) 


(име) 1 
Ё 


1 (6-9)-4-1019-С«Хиы-5Хи--6) 
Ь--< (в — Ва — с) 
在 分 子 中 令 ду, ЕЕ, НИ 
(а — 2) Си 一 2) 整除 ,从 机 可 写成 
Ava v)u — à) = (b — vb — ile e) 
+ (¿ 一 YL си — Ё) 
+ (6 — с) (а — Жи — с) 


2104» 


> юэ, 得 


АБ) = СЬ — в — К — $) 


最 后 得 
L, 一 
ВАЕ АУ ВЕ 81 BE; 


L, = 


14 == — с 


V (a в) Cn — 1) 
Vp Б) Си — є) 


М(и- Ar) 


V (0 — vle — >) 


(12) 环 面 坐标 系 
在 此 坐标 系 中 ， 


X == 


(4 — zX — 42 
(b — a — є) 


shø# cosy | 


chy — созш 


sh 
y 一 


chr -- СОБ W 


к = 


О =< # =< со 


t sin t 


5111 ze 


сін — соз 


坐标 面 : 


当 и 一 ЖШ ЛИШ {МИСА ЖЭ ЭШЕНИ; 
(a х -- у? — сїн) 


这 是 一 个 将 图 


(y — (пи) 


Бах 办 旋转 而 得 的 坏 面 。 


不 相交 ， 
当 р 一 常数 时 ， 


1 
5н 


1 
+ z° ЕЈ 


A Ж сіһи >. — 


(0 = p < 2я 


十 g? == --..- 


(3-63) 


—1 = ф = ж 


» ЕДІҢ 3 z 98 


103: 


у = (ши) 
这 是 一 个 半 平 面 ， 
> ЫГ == = ЭШ, 
通过 代数 运算 可 证 明 : 


д + у? + (z — мою) == 1 


sini 


二 一 | 的 球面 。 
ып й 


ЇХ PR L tE (0,0,с566) с, 2) 


Ох Ох , Әу Әу , Öz Өк 
Он От Өн би Он ди 


__ Ісрисози(сһи 一 cosw ) - зі нсови) —shusin u) 
(сін — cosw y 
q [chesin (сһи — созию) $ ити] Ви созы. 
(сы — cos e) 
«ез () 
дұ д 4. ду ду | да де 


— — "u . . — т —— 


Ov Ow Əv ðw Ov ðw 
一 sin eshu | | shwucosvsin w 
(chw — cosw) (сһи- cos w) 
+ Бисоз = shu sin g sin z 


(сВи — cosw yY 
一 0 
Әс Өх | ду ду | Әг ба 
Ән Ош Он Ою Эн Ош 
[chuch — созу — sh'#]( — Виза нг) 
(сін — созш)? 
ағ. [cha(chs 一 cos) 一 shw] (shesin w) 


(chu — соѕ й)" 


sin wshul cos (cha — cos №) — sinw] 


(chu — cosw y 


= сов " 


‚ 106 


ш Ч chu cos м) — Ви sin w) 
(сһн — 4205 шу 
— sinwshu(chucosw — 1) 
(chu — созш)! 
== Ü 


ЕК АА А ХЕ ЕЕ ЖА. 
Е АЖ; 
ду Оз 


Шш (2) + (3) 


(cha — сози” — cos лэн 


сни -- онц 


Ох үү ду ү дз \1 
L. = J) + (5) + (5) 

дь д Ор 
Vshiusin’y + shigcosiy + 0 


сри — созш 


ur 


«һи 


chy — соз 


L, = КЕЗ + (27 + (=) 


- инж ü 


(chy — соз )* 


7 оны - соз! 


(13) KREMA 
任 此 坐标 系 中 ， 


y — - Sin # cos и 
chi — сосн 0 =< z < w 
sim # sin g Ü = p < 12 
ан СА — сози — ÇO < g <-® (3-64) 


» Jü +» 


Сүх -H y? — серн)? + к == 


sin H 
这 可 通过 简单 的 代数 运算 得 到 证 明 ， 从 公式 可 见 ， 这 是 一 个 将 贺 


Су--сї ин) + 2° = 


sini 
жа 轴 旋 转 和 而 得 的 曲面 (曲面 与 z 2 ИНЭ МАУ 


|сїйн| < 


іп H 


А p == ВЮ, 
y = (ши) 
这 是 一 个 半 平 面 。 
当 м = 常数 时， 


х + у Са cethe) == 


«Һеш 


这 是 一 个 以 (0,0,cthw》 为 球 心 、 =| 为 半径 的 球面 ， 


JEZE; 
Ox Әк | ду ду | де дз. 
Он Ov Ou Ою Ом ды 


б | sin и ) . sin и 
= --созғ [| — — |. sins + 一 一 
Ән ‘сн — сон с — сози 


. С) sin и Әг н 
+ sin £p 一 一 | ——— |" cos z 一 - 
Ән ‘СН — сози СА м — сози 


8 | ши ) sin HC — cos ysin z 十 чи 2 COS g ) 


Fm: — 


ш Өн “се — сон che — cosy 
== Ü 
用 同样 的 方法 可 证 ; 


»108., 


д: Ox 


ду ду 


Bs Ox 


мж == Ü 
Әу Өм Ән бю Өс Әг 
де ді ду ду Өв Öz y 
Өн Әш Ән Aw Ән Ow 
ХИ ЧА Aa ДЛЕ ДУ ЩЕ PR Ж, 
ЕЕ: 
Әх х? Əy N! Ӧз ҷ? 
n- JEEE 
ди Он 24) 
= 1 (соз и 十 sin’r )[ cos {chwe 一 сози?) 
(chw 一 сози) — sinta]? + sh*wsin’u 
=—_— [1 
Сіш — сози 
НАНУ Б АГЕ; 
дх \? Әу х? Әжі 
m ON NO 
де Өв Өр 
и sin и 
¿hz — сози 
1. 


с — сози 


3-3 空间 正 交 曲线 坐标 系 的 其 他 表示 形 陈 


从 文献 中 还 可 以 见 到 我 们 上 面 康 研究 过 的 正 交 沿线 又 标 系 的 
其 他 表示 形式 .它们 与 我 们 所 用 表示 形式 的 蕾 别 在 于 每 个 曲线 华 
标 都 以 一 种 荡 数 关系 进行 了 变换 ， 忆 以 说， 这 是 对 曲线 坐标 线 作 
ТЭЭД, 但 并 水 影响 举 标 画 的 形状 。 现 在 我 们 分 别 将 不 闻 
坐标 系 的 不 同 表 现形 式 列举 如 下 ; 

(1) ЖЕНЕВЫ А 


‚ 109 - 


«Е-Е ЖЕШ ТАН Г; 


x = achn cas 中 («Тар« 00 

y = ashqa sin ф 0 =< ó < 2х 

z = z — 20 — z << 400 
引 人 新 变量 


E = chy, Ẹ == соз}, z = zx 
ШІ х,У,2 М 6,6, 218 НЭХ Ж: 
х == 955 
y 一 ам (Ë — DO — 0) 
向 由 5» ф» z 的 变化 范围 得 &.,&, = 的 变化 范围 如 下 : 
1, —1 < «1, --00-« z < +Q 
203-65) E 3 ИНЕШ ЧЕК 55 55-35 zs JE sN, 
КЕЕ ИДИ ЯДЕ: 


СЗЭ) 


用 司法 可 以 算出 : 


(25) + (2) + (2 


L. = 1 
(2) 抛物 柱 面 坐标 系 
上 一 届 中 的 抛物 柱 碧 坐标 系 的 表示 形式 如 下 : 


1-r: з 

5 > (и >”) = и + 

y == шу --00 < z =< 00 
x == g — OQ = - ° 


. 110 = 


(3-65) 


(3-66) 


引 人 新 变量 


д? =E, ре р, Ев 


И] х,у, z Hl 2,4, z НУ АЕ; 
1 — 
х 2 СЕ з) 
у == И 


z = 2 
23-07 ) РАЙЫН ЛЕК А НУЭЭ- ЖЕЛЕ Ж. Esn, 2 的 变化 范 
围 是 0 < š < +co,0 < т < --<0,-00 < z < -Б00, 
а ay G 


“GD (00608 Sy + (8) 


(3-67) 


(3) 长 椭 球 面 坐 标 系 
上 一 于 中 的 长 椭 球 坐标 系 的 表示 形式 如 下 : 


x = ashy sin 0 cos ф 0 =< <2 09 
p аара. 0 =< Q = я 
х = achy cosp Ü = Фф < 2л 
3 引 人 新 变量 


и == chy, v = соб, Фф == Фф 


ДІ) Х,У, z АЦ и sv, p ZERRA; 
Ё ау (e — ll — >?) cos ф 


y = ay G — 1)(1 — 0) sin $ (3-68) 


& == сир 
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Дэн" ` i U, КҮТ аи -р <+, 
0 < Ó < іт, EE А АНА а F Г; 


| Ох Оу ©) 
ны (55) + (2) + Ка 


и" — 1 и? — | 


TORORO) 
= a Ge 一 DG 一 的 


(4) 局 桶 球面 坐标 系 
上 一 市 中 的 扁 稍 球 加 级 标 系 的 表示 形式 如 下 : 


x = achy sin Өсоѕ ф О = т< + 

y = асарч Әсіп ф («:0« х 

z == ashy cos 0 = Ó < fx 
| лы 


м = сі), v = sin О, ф = ¿J 
Wi x,y, z ЖІ н,гё,Ф “ІНІН А: 
х == ани COS d 
y = ант sinp (3-69) 
z= али — 1 Vl — в 
式 (3~69) 就 是 届 锁 球面 仅 和 标 系 的 男 一 表现 形式 。 而 由 л, б» ФН 
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变化 范围 得 asp 中 的 变化 范围 如 下 : 
] = # < оо, —1 = , = + 1, 05, ф« 24 
БЕЯ ани F: 


--1(275027:027 
Б ‚Он 


 ———— — FT  sO—rt.ÓÑm.— eS" J... uU... 


Ёл Өв 


20,200 
себеле» ф-"- аби — 15" 


1-1 


дала 226320 244533 
L, 一 (0 | + (97. ) + (22) 
Әф/ Әф Эф 
== АГ аз га р 十 atu согд р 
= пир 
(5) 抛物 面 坐 标 系 
ПАЧЕ АҚҚА BJ: oE ЭГ: 
x == ру cos d О н =< + °° 
y = ¿o sin ф Ü =< > =< + 


| 


e= G — 2) O < P < 2x 


5 | Айт ЗЕ Ft: 
u= p, ==, фф 
ШІ х,у, z ЯН ни, p ZERRA E, 
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x = А/ ни Cos ф 
у == А/ ни sin ф (3-70) 


1 
z = —и — р 
> ) 


25(3-700 ЛЕНИЕ МК 93-08 25153 SN ПОН м,у,ф 
的 变化 范围 得 zy, 中 的 变化 范围 为 Оби 00,0 < s < +°, 
0 < p < 2z, 度量 系数 可 以 计算 如 下 : 


ET 
Он Он Он 


2 2212 
- ж” то 
4и 4и 4 


s ++ (85) 
Оф аф Әф 


= А/ ирсов ф + ни sin: 
my uv 
(6) АМА 
上 一 刷 中 的 锥 面 举 标 系 的 表示 形式 如 下 : 
:22(19Хү 
© ($, 


Е 0 = r — +оо 


516: Ни ысы на 22) ба 
буун 8067-0252) О < д^ «456 
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| и (ұз 一 ӨТСЕ Е 22) 
<=) се — Б?) 
引 人 新 变量 r= r, Ë — 8, 1-м, MW 
с > Ë > b: > x > 0 
这 时 
„Гб? 
Бо 
4 — ы b: шан 
у = ес” (3-71) 
x = мя — 5 2602 — n) 
06-45) 
А ЛЕ ТЕ ТШ ЗАЎК RDS RREA. 
度量 系数 可 以 计算 如 下 : 


Эх \2 ду \2 Өг \? 
-JEEE 
/ Эт ағ) + Өт 


— {$n 十 人 一 天 并 本 一 分) 十 (22 — EX: — n). 
bip? KERT с с? — ыу 


х 


== | 


СЭСО 


- jr gp О рп п) | 
Че Ч ПЕ) 4440-0423 c: — Ë) 


- 0152 
2 МЕСЕ — br — 1) 
„-Ү@+@7+@ 


_ I гЁ 4 r (š — Б?) +— гс? 一 
№ замд (А-а (а-ы) ее — Be n) 


4-4 4 
2 үс - nc — 2) 
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(7) Уа А 
上 一 入 中 的 抛物 面 坐标 系 的 表示 形式 如 下; 


t (u — bb — rie i) 
P — с 


x` == 


4 (3-72) 
(и суе — Q — г) 
іс-и--»-ЕД-- Б е 
式 中 ，0< < c < 2 < h < а < +, 
| АЕ sv, w: 


2 2 


b — с b + £ 
ни — cose + > 


T == — 


(3-73) 


д == PTE. chw + ӛте 
2 2 


55503-73; А 2063-72), Х,У, ЖП # „ЇР, re НК ДАШ F: 


х == 2(b — c)ch # eos — sh 4- 
2 2 
Л 72 
y = 2( — с) > sin 5 ch > (3-74) 


4--О- c) (ch асой Z — ch 4 


3-74 ОЕ УИ S бр ABIA Т ААА, 
度量 系数 可 以 计算 如 上: 


Bx (ӨуМ (дү 
С 
1 By Ән 58 


ЖУ БОЛ ЧЕЛ НӘРЛІ НІҢ А АШЫ Л А8 
1 


-一 48 


V (сри — сози)Ссйи + chw) 


Ви = 
b 


НАЖ ЕН TE; 


+ 116 = 


n- JEEE 
5172 Әр Әр 


Те chw) 
L, 一 р 2 А/Ссин 十 chi)f созо + chw) 
- 6 
(8) КА 
上 一 节 中 的 环 男 坐标 系 的 表示 形式 如 下 : 
= shaucosr оо 
сін — созш 
sh# sin y 
7 — Зи су 0 = + =< lr 
z= Sin п руки 


сри — cos м 


SLAA EE £ = chu, дс совшы, Р Рр, Ку х,у, z 20 8, 
п, 2 的 关系 是 : 


м = —1 
z= УР cosy 1 < u + c° 
一 1 - 
ym sin ç --1 = >= | (3-75) 
1--1 
„МЕ 0 ут << 7+ 


A 25 АЕ PR АЈ А. BERALA A 


n= (бе) + (2) +(д=)' 


- г 1 一 Ең cos» (1-- Ең Уяр — x° 
ED (ë — т) (1) МОН. 


G — КҮРЕП -1 
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La КЕЗ + (2) u Өл, 
_ JE -1)сойр (ми _ (1 一 5 0 
(5-1 (£ 一 n (Ë — ayl — мт) 
1 
(E — V р 


Ох ду 2 Dg t 
[EEE 
/ Өв 55) Ор 


2УЕ-1 
58-01 
进一步 引 人 和 人 新 变量 
š ” 
д = ——#——, 一 ИРТ” 3-76 
ГЕТЕНИН (2-70) 
263-76) 
f А 
Ё 一 о, ш _!' 
32 — 1 очи 


АЗ 3-75).43 х,у, z 41 Аз, и 的 关系 是 : 


ww _ 
y= sino Уй (3-77) 
4. Ш-ЕІ--ма/х--і1 
Sa 23 — 1 
А и 1 - ид — 1 


式 (3-77) 是 环 面 尝 标 系 的 第 三 种 表示 形式 。 
Бы АЖ Жн ҮЙ ИГ: 


Эх х2 ду \2 Bz \2 
--Ү@ + О+@) 
+ (2 81 81 


5118. 


ава. ш _ 1. 


IOV Eti ама 1) 


т (a) Ж\з) + a) 
үйші 
ма + (АМ + 1 аА 1) 
"га тыра 78213 
г. (95) + (25) (92) 
и 
3 422--1--дА23-1 
(9) ХА 
上 上 一 节 中 的 双 极 坐标 系 的 表示 形式 如 下 ; 
яп я сом 
hw — сөн  O=< u я 


їп зїп £ 


У = Chu — сови Ü < 0 < 2 


к == — 5% --00 < и < +c 
chu 一 сози 


HAREE 2--сһш, эрээ сози, w = р, Wj х,у, 370 &, 
РЕ: 


і 一 下 
£ == собр ЕЯ Ü < < Боо 
| 1—1 
у Е 一 1 «11 (3-78) 
НУ 0 = e < 12и 
(3-78, ЭГ PM AK АА НС Rh АРЫҚ, 
度量 系数 可 计算 如 下 : 


m= JS + (85) + (=) 


94 


"119, 


1 
(Е - Уы — 1 


(СЭБЭБЕ) 
E (£ туу 一平 
--/(27-(27-00) 
М1 — m 
5-1 


BE 91 А35 8 
5 计 
Д = n = — = р (3-79) 
| VE: — 1 й V 1 — з | 
由 式 43-79) 解 出 
一 一 
TET wp + 1 
КА 2003-78 039 Х,У, = 和 А, о 的 关系 是 : | 
= соз — м1 
i "алб avec] 
И — 1 


пк сым. 


251 


y = siny 


(3-80) 

„ — М 

АМ! — и ^/ 4—1 
3-80) ХОР ТАН А ВЈ КЛ. 
ватаг: 
Ох ү Эу Өв 
(5) + (2) + (2) 
матам жі аут) 


М - 1 
я 120 ч 


L, = 


ar Гду ү, (Әз ү 
n- JEEE 
I ү д, E ди ди 
Мз —1 


Мета 1 им =) 
(25) (9 y (2: 
L, = мя C 4“ 
`/ Өр ы Өв + Ор ) 


3-4 ЛЕ ЛЕ K БТА 
在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 


为 了 解决 实际 回 题 ， 箱 归根 据 上 基体 情况 选用 学 标 系 ， 由 此 可 
Ш, RH div, rot, grad 和 (ас У) ЖЕЦЕ ЛАК АН НУ ДЕА 
HERS ЗК: ХНУ. Ние ГАА, М НАНА, 5 Е 
KE н] Ез ЫН МЕУ ЖЕҢІН ЕЖ, 

在 本 节 扎 ， 我 们 将 先 推 导 -- 些 在 下 面 推 时 过 程 中 要 用 到 的 尖 
杀 式 ,然后 再 系统 地 推导 所 需 公 式 。 
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方向 余 强 的 公式 
全 r 为 其 一 点 的 天 径 , 则 在 直 解 坐标 系 中 ， 
dr = idx + jdy + Каз 
而 在 正 交 磺 线 举 标 系统 中 ， 
吓人 二 人 
dr 在 x Sh LRE, RI ах, GF dr 在 е,,е,,е, 方向 上 的 
ЗЕ х ан БАЈ, И 
dx = L,ducos{u, x) L ,decos(r, r) 
+ Еді совСш,х) (3-81) 


‚121. 


式 中 совСи,х) Хи 5 х 轴 之 间 夹 角 的 余弦 ， 其 余 类 推 ， 


男 一 方面 ,根据 全 微分 公式 


Эх Эх 
Я к _ 
“774 


О 
ЕС C 3-81 9163-82), ВИФ 


І,,соз (н, х) = Ox 
Ән 


Өх 
І,,сов (s, x) 一 5» 


Г.,соз(шю,х) = Ок 
Ow 
或 
l Ох 
cos (н, x) ЖЕР 
1 Ох 
COS (г, x) ш- L. Өө 
1 Ох 
соз(ш,х) ЖЕ?” 
НІНЕН 29—485 
cos(#,y) = r. СУ соз{(м,к) = 
сов.) = 1-57 шин 
_ 1 Оу 
сс5(49,У) БИЙ? | 


3-4-2 单位 矢量 Рыбы, 的 导数 


ди + DË ао + 2% 4 
н 7, Эм 


1 Oz 


L, Он 


| Oz 


L, Ov 


(3-82) 


(3-83) 


(3-84) 


在 曲线 举 标 系 中 ,由 于 坐标 钱 不 是 直 钱 ,因此 沧 标 钱 某 -- 点 上 
切 天 量 的 方向 不 是 男 定 的 ,从 而 单位 长 度 航 切 矢 量 最 然 长 度 不 变 ， 
但 其 方 阿 一 般 来 说 总 是 变 作 的 。 在 天 量 分 析 中 经 常 需 要 用 到 e, 
eeo 对 s, pw 的 佩 导数 公式 ， 这 里 epee, 分 别 指 的 是 党 
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ЭРГЭХ 纪 些 标 线 的 单位 天 量 . 
我 们 先 来 列举 一 下 结果 : 
Des _ е, СЁ, е, 2227 


Өн L, Ор Ly Ow 
де, е, ОР, 1-85) 
Әр Ї., Он 
де, е, ДІ, 
Әш L, Он 
де, _ е, OL, 
Он L, Әс 
де е, ÖL е, OL 
s =| “н Ою» Èg P 3-86 
Ог L, Он L, Ош ‹ ) 
Qe, е, OL, 
Өв L, Өө 
де, _ е, OL, 
Он L, Ош 
де е, ЭГ, 
ов, — ё UL, 3-87 
Әр L, Әм ( ) 
де, |. е, ӘП, е, ӨГ, 
Ош Ї., Он L, Әт 


МАРТЕН, ее, ШАХА e, НАҚ И Ek, 
НІ # 一 gv 一 由 ,ww-># 而 得 到 。 这 是 因为 循环 置换 只 不 过 是 改 
变 了 坐标 轴 的 标注 而 已 ， 并 不 改变 坐标 轴 之 间 的 相对 关系 。 因 此 
对 e, 的 公式 经 循环 营 换 后 变 成 对 e， 也 成 立 。 余 依 此 类 推 . 

在 这 一 节 中 我 们 详细 证 明 ( 用 纯 解析 的 方法 )(3-85) 中 的 第 一 
个 公式 .第 二 和 第 三 个 公式 可 以 用 完全 同样 的 方法 证 明 ， 读 者 可 
以 作为 一 个 练习 ,自己 证 明 它们 。 下 面 我 们 证 明 第 一 个 公式 , 即 

де, _ е, 03, _ e, ОР, 


Он L, д» L, Ош 


де, = a res 
ди Эн \ L, 
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0 ( 1 ) 1 Ө 
Ta L - —- - -------- + ----------. —. Г. = 
. “ы L, Г., Он ( «© ) 


四 
e, = icos(#,x) -+ jcos(s,y) + Есоѕ(и, х) 
ІШ ЕҢ2,(3-67041(3-68),%: 


со (нух) = — бе, соз(ж#,у) = ы” 
1 Өл 
соз (и, =) L. би 
ДХ 
1 Әх . ду > 
. | + ) — k 
° L, Ë Он ? би u Әм 
Ер 
. Ох - Оу ғ 
Le = i- + J— + k = 
° ГУ 1%, + Он 
将 起 (3-90) 代 人 式 (3-88), 得 
де, 94. 1 ð /. Ox . ду 
— = L, . - 二 202. 
би Өөд 01.77 L Эн Маш Кам T 
1 O 
шин La (~ 5) 2-1, 
е LE / Онц 


1 (Әз Oy. 
+ | +2 + k) 
L. жа 


但 由 式 (3-83) 和 (3-84), 得 


i = е,соѕ(#,х) + ё,со5(9,Х) + е,соз(ш,х) 


е, Әх _ е, Ох | е, Ox 


L, Он L, би L, Ow 
用 同样 的 方法 可 证 明 : 


. e, Әу e, Әу е, О 
= “5 4. 23.2 бе МУ 

) L, Эн L, Өө L, Ow 
k — 6, 02 Эв у ° Öz | е, Ох 

Г., ди L, др L, Ош 


6:5(3-920Ж3-930 А(3-91),1% 
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(3-88) 


(3-91) 


(3-92) 


(3-93) 


де, 20206, 9L, 1 164 е, Өх | е, Ох 
Он L, Он L, (Ow? l L, би L, ðv 
4- £r 95.) Oy Б ду е, ду 
L, дш Өм 1 L, Ән L, Өс 
4 °= ду Әз = Oz | е, да 
L, Ош O: L L, би L, де 
e, 851) 
+ Lp д 
L — 91,49, [as дк ү ду, бу 
Ї., би Li 104! би Ön’ Әу 
дз, 3z| е, |=. Әх 
от" Oul L, L, [ди д» 
Оу ду О? 22| 
— 一 二 -Б 一 ，- 2222 
+ Ән: Әу Ән? дә 
Әх Өх Әу ду 
+ ёв ЕЗ тасуы МУ 
L,L, (Әні Өю O д 
Өзг 28 | 
2.2. 27 3-94 
Ән” дә ( ) 
由 于 按 定 义 
Эх ү ду \: Ө y? 
"ORONS 
Он ди (5: 
Бү 
дм Он Ән ди ды би ди 
ЕП 
Әх Әх Озу бу Әк Ör 
У. У. ЧЕ 
Oi би 94! Ән Om Ән 
2 ди Ән 
因 根 据 正 交 条 件 
Ox Ох | ду ду | Әс де, 


Ән Өр Он дф Ом би 


9 125 + 


Жи 微分 .并 移 项 ,得 


Ox Әх | буду | Ол Ок 
би’ Әс ди’ Әт ди? би 
Ox Әт _ ду Оу де Оз 
ди дид Ән Өнби би ОиӘе 
1 ӨГ, -1,, AL, 
2 дг Ор 
IN 
Ox Әх -| ду ду да Әй | 0 
Эн Әш Әи Ош Әи Әш 
对 x 微分 ,得 
Or Ox ду Oy да де 
Ән Qu би дф би Өнбш 
x Ox _ O'y ду _ Tz Öz 
Ән? Qw Эм" Өш ди? би 
1 д = -ЇЁ., ÖL, 
2 О Өш 


БА (3-95),(3-96)3Я8(3-57 6 АЭҚ(3-940, Ж/А 


де, ， 一 


ди L, Өв 
-f 
е, SL, _ 
L, ðv 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 公式 ， 


н бк у _ 


L, Өн L, L. 
ƏL, 


€ 


3-4-3 关于 еле. 导数 的 另 一 些 公 元 
在 这 一 节 中 ,我 们 来 推导 一 组 下 面 将 人 经营 用 到 有 的 天 于 e,. бу. 


е, 导数 的 公式 ,。 


=) 
| 


设 r ARRIR., нэ АЯЗ 


= 126 + 


(3-96) 


(3-97) 


2r Өг 


Әг 
= С. 3-98 
dr ди + 2- drt дн (3-98) 
55-08, dr 分 解 为 分 量 之 和 的 表达 式 为 
dr = Ї, іне, + L dve, + L ,d=ze, 
= }, edu + L e,de + L,e dw (3-99) 
比较 式 (3-98) 和 和 3-99), 可 风 
or — L ,e, ОГ _ L, °, Ок _ La, (3-100) 
Он Ог Әш 
由 此 得 
ӘСІ.,е,) _ ӘСІ.,е,) ог О? 
Өр Он (ж Ом ди 5) 
ӘСІ,е,) _ ОГ.» > (3-101) 
Ош Ән 
ӘСІ,е,) _ ОСГ,үе,) 
Әә Өр 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 一 组 公式 ， 


3-4-4 ЧЕ EEX НЕВА PHARA 
ERED — Жү, Ri ПЕ ВН 


图 3-14 ЖЕ 
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$ (Е. 0345 
div F = оу (3-102) 
теп, SHAR AV 的 曲面 ，n 为 3 上 朝 外 的 单位 靶 天 量 。 
由 图 3-14 可 见 , 式 (3-102) 中 分 于 内 的 积分 可 表示 为 


ф Е. nás 
5 


= [(L, L F ) л СЕГЕ), 100 
十 [CELF p)ar иш СРР, ана 
+ [(L,L Е) ъд m (1,,1.,Б,,),14наав 


АР = LL, L dudvdw 


l 
L L L, dududr 
Бы L. F «2 4. ВСЕ. Г. „Е, ) 
би Ор 
4- ОСІ... ғ.) 
00 


diy F = 


| dududa 


= l OLLE) ӘСІ, ЕЕ, 


LL ,L , Өн 7 
QS(L,L,F,) 

+ Өш | 

这 就 是 div Е ЖЕЗ ЛА А АЈА К о. 


3-4-5 rotF ЕУ ЭЛ Ж ЛЭХ, 
ЖЕТЕ. 


| ф а x Е 425 
rot F = lim А (3-104) 


+ |а 


АН 5,8 ВУЖ ХС 3-102 )riRg— E, 
出 图 3-14 可 见 , 式 (3-104) 中 分 子 内 的 积分 可 表示 为 
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фа х Е 45 


= J „L „dodwe, X (Е,е, + Fre, Fev) | «салж 
+ L, L,dwdue, х (Ее, + Б.с, + Ее) „ға, 
+ L,L ,dudee, X СЕ,е, + Ее, + Ее,)| „кл 
— LLL,dvdwe, X (Ее, + Ее, + F,e,)|, 
— L.L. dudue, X (Бе, + Е,е, + Р„е„)|, 
— L,L dudee, X (Ее, + Е,е, + Ре) | м 
= f, L „бое (e, F, —e,F ,)| сан 
— LL dvdwle, F, — e,F,)|, 
+ L,L,duedu(e,F, — e,F,)|,ra, 
— 1.,4.,4ш4и(е,БЁ,--е,БЁ,), 
+ L,L,dado(e,F, —е,Е,)| ағаш 
— L,L,dudo(e, F, —е,Е,)|, 


- Ён (1,,1.,Ё,ё,-1.,1.,Б ус, )4гаюан 
t 


+ 2. 《大工 Fe иш Lobut e, )dududu 
Ë 


+ ©- (L.L,F,e, — L,L,F ,e,)dududi 
Әг 
AV = L LL дидуйю 
1 9 
rot F — — | шин (L,L F ,e, шин L, L Fae) 


L.L, L, ди 


-- а. (L,L,F „е, 7“ L.L „Ре, 
Әг 


十 8. (L,L,F ,e, т L.L,F,e.) | 
Он» 


上 式 可 以 展开 如 下 : 
s È} 9. OCL e,) 
сое = рт. НО (а, L F а 


51819» 


— L.e, A (L,F,) — гр. 9 .е,) 
дн Он 


S (L,e,) 
Ог 


Ге. мат» 2 p p, 8 Lutu) 
Әг Әу 


ын Le, 9. (L,F,) + Е.Е, 
до 

+ L., 9. (L,F,) + LF, 26е.) 
Әш Ов 

тэ І,е, 9. (L,F,) m LF, шин 
Өш, Оше | 


利用 公式 (3-101) 
OCE €n) _ 9СЁ,е,) 


Он Q 

O(L,e,) _ ОС,е,). 
Он Өр 

O(L,e,) _ Ə(L,e,)_ 
бо Эн 

上 式 中 石 半 过 六 项 互相 抵消 ,由 此 得 
= l 9. П49. 
tot F L.L,L. |е, É (L,F.,) Өш (7521 


+ L,e, |- 44.5.) — 2. СЕ...) 


+ е, |2 LE) — LF 
(3-105) 
容易 验证 ,C3-105) 可 以 写成 下 列 便 于 记忆 的 行列 式 形 式 ， 
L ez L ,e, Ге, 
гоОЁ---1 9 9. Ə 103-106) 
LL Qu Ор Әә 


м г ш 


І.Е, L, F, Б.Б, 
这 就 是 我 们 要 推导 的 rot 在 正 交 曲线 坐标 系统 中 的 表达 式 ， 
ЖЕГЕ 


3-4-6 gradf ТЕХ НД Л Ня, 
ВАЛЕЕВ 


ф "1/45 
grad f = Jim ХҮ (3-107) 


由 图 3-14 可 见 ; 式 (3-107) 内 分 于 中 的 积分 可 表示 为 


nfas 


= }, L dvdwje |ua, — L, L dodwje,l, 
+ LoL dwduje,| од, — L L dwdufe,|, 
+ L.L, ,dsdele | ras — L L джаз, |, 
— ILL, Lfe 
ди 


ЭЛ dyudvdw + шин е.) УРУР 
и 


++ 9.1.46.) дьа 
іе 


因 
АР = LL,L,Ldndvadw 
于 是 得 
grad f — _— 1 _ Нэн .十 ОГ. „Г. је, ) 
LL, L, Эи Әр 
+ ыыы.) (3-108) 
Qw 
但 
OtL,L,fe,) кг L.L .e, ор -Ь Ї ОСГ,,Г.„е„) 
Ән Ән Он 
ын L L ,e, ца -Г- j OL Lue, X en) ~ е.) 
Эи Он 
кк LL,e, of -二 ÍL e, х (L pew) 
Өц Әм 


т.е, x eTe) 
“ Әи 


"19% 


Е: 
Әсе), ү т.е, 2+ Пе, х ee е 
Ӧд» 


— į Le, сыгы 


Ом шин tO Әә 


— Ее, х OL es) 
нв O s 


Ə(L,L ,fe,) = L Le, 2, 40146, X пиг 


(C A 2 (3-1083,13 


1 ар х ӘСІ. e.) 
аре —1— |ы. БЕ + Н,е, х баг 
grad | L L, L; ° Он j Он 
22 | L e > OCL ,e,) 
р m Өш 
+ L.L e, 2! е х ÖL eu) 
Өө Оо 
“- fL @ e, > ÖLL se) г) 
Ош 
+ L Le, 9} + Ге, X S(L,e,) 
Ow Ош 
шинж ІІ, е, > эе! 
Q 
(3-109) 


{Н н 563-101) 
OLL „е, } = Ə( L,e,) OCL „в, ) OCL,e,) 
Өн 9» ” Өс Өм 
ӘСІ, ,е,)  ӘСІ,е,) 
Өш Ох 
故 式 (3-109) 中 右边 6 项 互相 抵消 ,最 后 得 
e, Of , e, Öf е, af _ 
L, Ән + L, Өө М L, ðw (3-110) 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 gradf 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 ， 
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grad f = 


3-4-7 JARRA Ga- yb 在 正 交 曲线 毕 标 系 中 的 表达 式 
在 天 量 分 析 一 章 中 ,我们 已 经 证 明 (а, vb 的 表达 式 是 


(3-111) 
‚ АННА) а ТҰЯҚ 2 ЖЫРА Tri SB 2005 ЖА. 
由 图 3-14 r] ИВ, 53-111 1 9 РЧ я АЈ Я АЈ 

中 Са • n)bas 


= (a -e,)bL,L „ара uras — (a * ё,)5Г.Д1.,,404 |, 
+ (a " e, БЕ „аи | „ул, -- (а . е,)В?.,Ї.,,дюаи!, 
+ (а e ЫГ Л, днй ias — (а те )Ъ ЕЁ дийг, 


шив ӨССа 5 е,)р1.,1.,) бчағаш 
Ән 
十 Эа + є Ба.) індете 
7) 


十 90а r ewbl, Le) 144044 
Ого 


АУ = Г1.Ц.Л.дидейю 


(а. vb = K ы) 十 2166: " r 28.1. 


4 ЭС eu) Б.) | (3-112) 


Әш 


. 133 = 


- “ЇГ дЬ | b(a ‚ Бе, X шинэ 


= aL, La 9 + b(a . |Le, x — l 


н 


- b(a . Le, x 944442 | ) (3-113) 


АЈ E 
Ə((a e bl, L,) 
Ор 
= a, L ¿L, ob + bla 1. е, Х ICL sen) | 
Ор Әр 


= а L.L @ t b(a. fre —— |) 


Ow 


— b(a 1, е. х Э.е, | (3-115) 


Ж25(3-113),(3-1140ЯҚ3-15 А. (03-112), АА 
ӘСІ.,е,) ӘСІ,е,) О(Ім,) ӘСІ,е,) 


Он Ош Әт Он 
ӨСГ,,е,) = ICL pen) 
Ow Dy 
后 ,得 
(а, уь 1 8.22 L.L, + a, LL, 

Г,1.,1., Ән Өв 

ðb | 

+ т — L, L, 

i Өш 
ш <, Ob ү а, Ob а, Ob (3-116) 


L, би ТІ, до L, ди 
这 就 是 (а * yb 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 ， 
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Ж Ь = Бе. + be, + Бе, 代 人 式 (3-116) 并 利用 单位 矢量 
导数 公式 ,可 以 写 出 (a* v)b В ву, ТУЖ, ЫАЖ 
SL P LKL A P RSH Г. 


3-5 gradp, divE, rot ÆA El IE2Z 
曲线 坐标 系 中 的 其 体形 过 元 


在 3-4 їп, 我们 已 经 推导 出 了 grado, div E, го EEX 
НА И АҚ; 


2. БФ + е, др, е, дә (3-117) 


grado = 


div E = | = = + ОКР, Р.Е») 
Ї.,1.,Ї., Ош Гр 


+ бен) | (3-118) 
дзе 


L,e, L,e, Р е, 


rot E = —1 9 -9. -9 16-19) 
Oge 


式 中 的 Lss, Lo L, HERAN, 

由 公式 (3-117) 至 C3-119) 可 风 ,要 写 出 gradwm, ам Е, то 在 
其 体 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 , 关 键 是 必须 知道 Les Los Вы 的 
ЗО, ЖЫН ЖАҚ А5(3-117)%8(3- 11996, 就 可 以 立即 
得 到 gradwp,divE,rotk 的 具体 表达 式 ， 

在 3-2 市 中 ， 我 们 已 经 对 不 同 的 其 体 正 交 曲线 坐标 系 求 出 了 
Г. Les L, 穆 达 式 ， 本 刷 将 进一步 把 这 些 表 达 式 代 八 式 (3-117) 
至 (3-119) 中 ,具体 写 出 grado, div ÉE, rotE HRES., КА 
主要 供 读者 使 用 时 查 疯 ,免得 每 次 重新 推导 。 

(1) HABERA?” 

ОЕ, 


e, = і, e, = }, e, = k 
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м = x, 1) mm <: 


L, = 1, L, == |, Г. = 1 
代入 式 (3-117) 至 (3-119), 得 


x “доо 3-120 
Өу Ол ( ) 
ðE, ӨЕ, ОЕ, 
div А = px T öy T Az (3-121) 
: J k 
rot E =| 2 о o 
Ох ду Әз 
Б, Е, Е, 
ОЕ, ДЕ, \. ОЕ, EA, 
( Әу 52) ( Өк 52) 
ӨЕ, ОЕ, 
| 9х ду ) k (3-122) 
(2) 圆柱 面 坐 标 系 
#= фс=фФ ф= ш 
L, == 1 


Ї эг L. =1 
代 人 式 (3-117) 至 (3-119) ,得 


grad p = e ОР 4. ё Op re др 


қ 3-123 
Dr г Ar Әз ( D 
diy Е = 1 |2080 4 2E, + O( r E i 
rL gr Әф Әз 
ӘЕ, Е, 1 ðE, , дЕ 
一 人 к + 6 4 а 35-124 
Or г г Өф Ер (3 ) 
е, ге... е, 
11 0 9 9 
сЕ-- 30 = - 3-125 
š 7 | Or Әф БЕ ( ) 
Е, r Ë, Е, 
(3) ЖЧ 
н — ғ, Я) — 0, м) = ф 
L, = 1, L, = r, L = r sin 0 


"136. 


ЁОЛОЖС3-117)25(3-119),1 


Эф _ e, дф =. ОФ | 
rad р = e, P ёо Оф р ер “P 3-126 
есу д; т ӨӨ теп Әф ( 
div E = —1 |2 (та ӨЕ,} 
гї 60 Lør 


+ 2 -一 2 (r їл @Е „у + - жам 


1 ОЁ 
r 2 p 1 98; 
От М r ы r 06 
十 Ё» сір Ө + 一 一 一 |. OE, (3-127) 
й rsing Оф 
Е, ге; r sin ӨЕ, 
rot Е = 119 9. a (3-128) 
r sin 9! Өг 99 Оф 
Е. ГЕ, rsin BE, 


此 处 行列 式 可 按 一 般 规则 展开 ， 展 开 式 较 繁 ， 下 面 不 再 重复 写 出 
7. 


(4) ЗЕЛЕНИ 


# = ү, t = Q, t = z 


Ї., = а ach? n — cose, L, = а a/f chèn -- созу» 
L, =] 


БЛОХ3-117)2503-119),48 


e Оф 
grade = -一 一 一 а. 十 
a A chay — созар “7 


е, Әф 
а Мел — соз Op 


+ e, 22 (3-129) 
ч 


div E 1 Ë (AZ съ я — ços’ yp E) 
iv E = -— -------------------- 
а (с? р — соз?) 5) 


On 


9 (Vehin— сой Е | 
42.6 1 — cos 2) 


Оф Оз (3-130) 


4137, 


rot É 一 ! 


а chiq 一 cos'p ) 
a a chèn 一 cos 由 ач gi 一 cos 由 es ё, 
9. 9. 
Әт Bo Ол 


s af chiy 一 соѕ р E, а А/ ch*n 一 cosg Е, Ё 


(3-131) 
(5) BAD kE ЛЭ Я 
U=, 0 == р, 407812 
L, = м +, L,= +, L, =1 
代 人 式 (3-117) 至 (3-119)， 得 


e БР + 


ши 9 9 
maig -$ e Š? 9° (3131) 
А 2 2" ЕЕ "нийл 
1 
diy È = то (Иль + u: E,) 
+9 (Уши Е, | 
О» 
ЭЕ 
— 3-133 
Әз ( ) 
rot Е = l 
2 十 р? 
Мы оге г + >z е, e, 
© 2, 9 
9. о 91 (3-134 
Өд Әу Әх ( ) 
y 2 + о? Е М ш + Е, E, 


(6) евина 
н == Л» и = 8, ш 一 中 
L, = a V shin + sin28, L, = ал а + 9070, 
Ї., = a sh n sin Q 
+ 13% ° 


代 人 式 (3-117) 至 (3-119), 得 


e дф е; Эр 
grad ф = Оч 
¿sy а 9" ¿ sbin нид 99 
ev 9ф (3-135) 
+ a sh sin Ө Әф 
1 l › 
d E 一 一 一 一 一 一 二 | hiy 十 31020 shn E.) 
М в Csh? y + 5129) shy Әу 14 ! ! 
1 
Я. h?n + 9020 sin OE | 
т sin 0 88 и ! ) 
1 дЕ 
------ + (3-136) 
ushnsing Оф 


1 


ТОС Е = —— 4 20200 
alshin + 51120 shm sin Ө 


А/ sh: m + sin: 0 e, х/х у + їл? без shysin де, 


9. 9. 已 
Оз 09 Оф 
ҮЛЭГ + 20 Б, А/ shin -+ sin’ Ер shysin tE, 
(3-137) 


(7) PERET ВЭ IBI 25 Sr Яа 
мэ т, 95-00, шээф 
L, == a Ash: n - sin28, L, = a № shg + sin, 
L, = ashnsin © 
代 人 式 43-117) 至 (3-119) 8 
e Әт е, Оф 


7] 
grad р —— ay 十 ——— 


а A/ shi? + sin28 а V 5 q + sin: Ө 90 


— e, ёф (3-138) 
a shy sin Ü Ө» 


. 1 1 8 “12001 ед 
Е = —— | 9 (shin анд shnE 
div | (оға аһ) sh бт (as 7) 5 1 Э 


‚ 139: 


+l 9 (Vshin sin28 sin 0 E) | 


sin 8 aa 
---9% (3-139) 
ashnsin 9 Өф 
1 


rot — а В? + sin20)shq sin 8 
a А/ 5625 + sin: е, a af shn + 31129 е, ashy sin бе, 
: a a 
an аа Оф 
ал + чл Е, аму һа + іл? Eo ashysin ӨЕ, 
Р l 
a Cshin 十 sin20)shz зіп O 


ЗВ? з + sin20 e, Мһ? л + зіл20 ез sh msin бе, 


9. 0 9. 
Әз) Оё дф 
з? л + 20 Е, А/ sh: т 十 sin’ E, shznsin Du 


(3-140) 
(8) ЖИ Pk BI aP PR А 
н = у, 0-0, ш == Фф 
L, = a Vehin si0, L, = а уст — 51020, 
L, = achq sin Ө 


БА С3-117)2563-119),13 


4 е, Оф о Оф 

гай р = —— OO — Ав 

š алі ch: л — sint Ө On а^/ chiq — St Ü 0 
__е„ 9ф (3-141) 
achy sin Ө Өф 

| БЕЗЕДІ» 
= —— n | 一 一 一 一 п — sin’t shy 
div Е a (су — sin20) сһә Ол ( у 


+ -1- о. CET — 510209 sin Ө Э] 
5113 


r 140 = 


241222 8Е, (3-142) 
achy sinl Оф 


1 
a (ch: — sin’ð Jchy sin Ө 


a ^/ ch? д — sithe, avy chg — sin’ Өе асһлвіһде, 


rot Ё = 


9 O о 
От 990 Әф 
алс? — sin20 E, a АГ chti 一 sin28 Ер) achnusin @Ë , 
1 


7 а (ch: — sin’ Jchy sin Ө 


А/ ch? — 8110 e, А/ chin — біп ô ед ch y sin бе, 


; 9. од o 
От 2ө Әф 
м ch? 1 — зіп? К, ліс у — sin: Ө E, «їл зэ а6Ө6Е, 
(3-143) 
(9) ЛАУ Яа 


u= u, py, Wy 


L, =V р, LSN Pt, L, = рр 
Қ АЗ5(3-117)85(3-119),48 


е, Әф е, Оф 
grad ф 一 一 -一 一 -一 十 
ма + р? дд ЛЕ Әу 
+ Se 2р (3-144) 
ил 
í FE = | 10. 2 F l ð 
div Е г 311 P (V ийн ЕД a> 
“(Ми 222:1 -- ӨЁ+ (3-145) 
ыу Оф 
1 
Е 
š дт д + >°) 


4141 


Мн} ые, / и? зе, шуе, 
4 9 9. (3-146) 


ди дъ Әф 
Тан 
(10) EmA 
Но == гу 0 == Од, ш = 
ЕРНИ 43 
VG = te ву 


„т 
(02 — Се? — 19 


IA С3-117) 223-119), 
grad p == е, ЭФ q e, VE — 6): 91) Өр 
ӨР r /0 — 22 99 


ем мург 0) др 3-147 
“ах ХС-11 (зла) 


1 д | 
4 = — с (БЕ — - _ 
iv É г Өг (Е, + r(02 — 4°) 


‚Ме ве — 65 -> (Ув: — № Es) 


L,= 1, L,= 


+V — уг — а) © (уб — ë B) | 


(3-148) 
VO — вет ONE — Ve а?) 
rot Е == вс 7 oo 
е. V 一 ме. 
о-в) Уве“ 
Ja 9. o (3-149) 
Or 09 А 
E, ПАЛ — 4? Е, б-р 
ее MD i 


1421, 


(11) ШЕГЕ ДА Ж 
и == ү, r=}, t = А 
(w — А2)? — 99 L o Je — P — 22) 
Ия) L, = G= pXXe — Py 
ЖЕ (ес RNO — э) 
x (85--123(63--13) 
代入 让 (3-117) 至 (3-119), 得 


аа (22 一 ba — с?) Өр 
тас p = (2° 一 Pa — 659 бэр 


(P — Ьу) сі — 0°) Әр 
十 е; ЄР - 87300! _ 42) AA 
LIne LA а 
+ е, ао (3-150) 
нЕ „УС 06-09 
(ETO) дл 
‚МО Ө) арг — Е, 
У - 2) (с — 0) 9 
+ GZ Өтүк гу ӨӨ 
‚ (Мон — PNC — муы) 
Vb:— 25) (1 — 47) д 
Ст — 25Х6:-- 22) дА 
‚(Мо — MCE — А2)Е,) (3-151) 
еее быв) 


го! Ё, 一 Ст — Өр — 425001 — 223 
7 А т, ПЕ л — АУС? — 1) ° 
(m: 一 PICS — су “қ (05-82) 65-- 67) 8 bi —. шин 1 


L, = 


_д_ -98. 
д 88 x 


KEENT S, ЕЕ, КЮ. 
ср Вб) = ау" ұс Бус бета V (br — ADC 6 
(3-152) 


. 143, 


(12) Hh НААЖ 


H= д, 0 = р, # = À 


7 - (a — р) Са — 2) | ео» 


Са Буса y “т 


L. Ju) a 2) 
(67-23 А еу 


odo (и — b) (z — с) дф 
аср T Ba N (g — x) (z — 4) Өв 


ке ($ — 2)(с — >) дф 


(и — >)(4 — рў Ән 


12-да) Оф 
(4 一 3 一 2 ӘА 

М (и bue) 9 

div ъз а-- 4) ди 
' (V (u — А) (a — v) Bn) 


VG— »)(с--») д 
+ (в—»)(4— u) бу 


s (V (a — y) Q — >) Е,) 


.У9- 2)(1 一 c) Әд 
ET 


. (W (в А) СА — в) Е,) 


rot Ё — (в — v)(& — 4)(4— >) 
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(8-130(с-»у” 


(3-153) 


(3-154) 


(a — Ь)у(и— с)(&— »)(с— >)(Ь— 2)(2 — с) 


TONE Te, PIA, fA 
| - 2 - о = (è — Xe — v} (ë — AXA 一 су © 


3 8. 
r: By дА 
си = иуи — Ау Ср — и — >) АА) р 
СЕТ = 5905 син Е Vy * VG — DG е) 
(3-155) 
(13) ЖЕФ 
a 1 ‚ „= shy , 
М сім — cos z chu — cos 地 


_—_— Jj _ 
ch # — соз 


代 人 式 (3-117) 至 (3-119), 得 


L, == 


(сыя 一 cos w) OP 


Эр 
grad = e, (сви 一 cosw) 2 Бе, 下 


十 evfcha 一 созш) 2? 


де | e, Оф | 59 
= (сін — соз) (е, Ән + shz Ог " Әр 
(3-156) 


diy E — (chu 一 созге) 


sh # 
x Ға (一 一 全 E.) 
ди Ч che 一 cos w) 
9 ( в 
до (chu 一 шу, 
‚э (ж кдр быз) 
Ош 


(сви 一 соз)! 


. 145 ° 


rot E = (chu — cosw Y 


shu 
e, e shu 2 е, 
che — соөж cha — соз chu — соз 
Ə O 
‘| Sr > д» | (37158) 
Ёа | Eshzs Е, 
chu — соб <Мһи-- cosw che — сози 
(14) 双 极 坐标 系 
L. - L a ай 
” chw — сози” i cha — сози‘ 
L, = 1 
ch e — сосн 
ҚА5Қ53-117)%(3-1190,45 
ОФ е, Әф Ор 
grade == (chw — сози) е, Ән Г ainu ĝy Te, 54 
(3-159) 
diy E = (chu — сози)” 
сіп М 
| 19. | sin 8 Е. 
Он | (chu — cosu) 
2-| At | 
до LCehw — сөну” 
9 | SID М | 
4 “ | .Sn 
ðw 1 (chu 一 сози) “ 
(3-160) 


2 3 
Е (си | сози) 
sin м 


ЖҮТІГ 


е, | е, чан е, 


che — сон che — сози chw 一 сози | 
9. д o 
Сн Ө Ош 
Е, ЕЁ, sin и Е, 
chw - сон chw — сози chw — сози 
нэ (chw — сози У 
sin и 
е, е, sin и е, 
9. 9. 9. 
Он Өв Өш 
Е, E зіп и Ep 
che — сози chw — сози chw — cosy 
(3-161) 


3-6 PHEIL A ЛЕ 22 H ААЖ 


为 了 便于 读者 参考 起 了 和， 下 面 简 略 好 讨论 一 下 平面 上 的 正 获 
昌 线 举 标 系 问 题 ， 由 于 证 胡 方 法 和 空间 情况 完全 一 样 ， 下 面具 列 
出 基 太 定义 和 结 困 。 证 明 过 程 读者 可 以 参考 空间 情况 目 己 完成 ， 
和 空间 的 情况 一 样 ,如 果 能 给 出 一 组 一 一 对 庙 的 规则 ,使 我 们 
ШИН ЕМЕЛ Аф х, y 利用 这 些 规 则 求 出 一 组 唯一 的 
ин, 这 网 个 数 来 ,反之 ,利用 同样 的 规则 ,由 s,s 也 可 以 唯一 需求 
出 原先 的 x*,y 来 ;具体 地 说 ,也 就 是 坷 能 给 出 下 列 一 组 痕 数 关系 : 
и = }\х,у), v = (ху) (3-162) 
使 我 们 能 根据 х,у 确定 wx, z， 有 反之， 我 们 也 能 根据 给 定 的 нэ? 
从 这 个 方程 组 解 出 唯一 的 一 组 х,у ЖБП 
z = Ф(и,0), у = ФСи,о), (3-163) 
当然 这 些 般 府 满 足 方 程 43-162)， 轩 
и = Кт(и,е),ф(и,9)) 
?-Е(фС(ио),Ф(н.9)) 


s 147 ， 


E <, z 这 两 个 数 也 可 以 用 来 确定 了 点 的 位 置 O 一 Р(х, уу»): 
对 为 知道 了 me 之 后 ,由 式 (3-163) 即 可 求 出 x,y, 于 是 就 确定 了 
P 点 的 位 置 ， 反之 ,已 知 х,у Ja, 由 式 (3.162) 即 可 求 出 与 之 对 应 
的 mye ЭЖ, 

由 此 可 见 , 只 要 给 定 了 洱 数 组 f,g 或 p,p, WA, MAE P 
点 位 置 的 观点 来 看 ，x,v 和 х,у 是 同样 有 效 的 ,因为 и,» 和 z, 
у 一 一 对 应 , 包 | 其 一 必 可 算出 此 二 ,反之 亦 然 ,因此 в, 也 可 以 看 
成 是 P 点 的 坐标 。 为 了 和 直 胡 坐标 相 区 别称 нь» ХРОН 
坐标 . 

所 请 给 出 了 点 的 曲线 华 标 ， 实 际 上 就 是 给 出 函数 (3~162) 或 
(3-163)。 两 组 函数 只 要 给 出 其 中 的 一 组 就 够 了 ,因为 另 一 经 可 以 
通过 解 方程 的 方法 求 出 来 . 

从 使 用 方便 的 角度 来 夏 ， 通 常人 们 给 出 的 是 方程 组 (3-163)， 
即将 х,у 通过 zy БА. МА. хи жин À жин 
ЖИ У 03-162), | 

УТРА 1, 或 Ф.Ф 的 限制 为 要 求 х,у 和 м,» 必须 一 一 对 
应 ,也 就 是 说 f,g ЖИ о» 要 是 单 值 的 。 另 外 ,jg 由 
应 为 连续 和 其 有 连续 导数 的 函数 ， 

在 方程 组 

六 оСи,е) 

у = pu, o) 
PR EE sso 中 的 一 个 ,例如 回答 ғ ЕСЕ ПЛАН Е ТЕЕ н 
则 和 任 其 变化 ， 此 时 ,相应 的 хуу 在 平 耐 上 的 轨迹 称 为 对 应 于 2 的 
坐标 线 ， 这 根 坐 标 线 ,一般 来 说 ,是 平面 上 的 一 根 曲 线 ， 因 为 园 定 
了 vz 的 值 为 mm 后 ,我 们 得 

г = Ф (и, в) 

у = pu, t) 
从 第 一 个 方程 中 解 出 x А лая 

у = у(х) 

ЖЕНА ЕК Е, 


143. 


ЖҮРЕ, ЛЕМ pz F и 的 堂 标 线 中 ,是 变化 的 ， 了 而 ЖЛ 
EREA, 

МА N AREH, RR ET ВУЧАК ПАУ Ре 
HJE PRR Tr. s AR, A EE ba A WL SR ХЕ ЖУ АА. 

ИҢ 25 АЖА НЕН АЛА ЕЖ; 


Әх Ох Әу Әу 
-一 一 — -一 一 一 一 = 一 |) 3-164 
Он Ор Ән Әр Ç ) 


ТЕ, X HI х,у 表示 为 н,е HER. 
现在 引 八 度量 系数 的 概念 ， 
ЖМ БЕЖ lol ÆA ГИ ТН 


B ПЕРЕ 
О), +) 

令 在 空间 中 有 两 个 点 Р, 和 Р, Р АЖА х,у, НЫ 
БН ГМ ЛБ uae, Pi 的 直角 坐标 是 x 十 dx,y + dy, AEH HH 
25 АТА ДЕ и 十 du, г + а», Р, ЯП Р, 之 疗 的 距 册 ,地力 一 定 的 长 
度 单位 来 度量 线段 P,P, 后 所 得 到 的 数 ,在 直角 坐标 詹 中 ， 可 用 下 
列 公式 表示 : 


= V dx: + dy (3-165) 


和 空间 的 情况 一 样 ,根据 给 定 的 х,у 和 но» 的 关系 ,以 及 曲 
线 坐 标 系 为 正 交 学 标 系 的 条 件 , 可 以 推导 出 在 数学 上 与 式 (3-165) 
恒 等 , 以 ww 表示 的 长 度 元 ds 的 公式 如 下 : 


ds = E da а Пай (3-166) 
ИЗ 42081205. | ИД F: 
48 ---1, дийг (3-167) 


ТОВУ Л БДГ СЯ РНЕ. НАА k 825, 
(1) RERA 
ЖА АТН, 

Na исөзу Ü = < ОО, 


3-1 
y = ныг бр 68) 


‚ 149 в 


坐标 线 ; 
Eq ии, = ҚЫР), 4 ХАЛЫ 
х = мусо sp 
y = musim g 
Іі 
x 十 y? = ы) 
这 是 一 个 中心 在 (0,0) 上 .半径 为 w ВЈ, 
ЕР = = Эх, нат 
x = исовг, 


y == # sin wo 


8 
у == (іре, x 
Е Я Нк. МАНА ЕТЕ 3-15 rH, 
ЕДЕ: 


Ох Ох | ду ду 
Өн Өө Өн бо 


m — COS U а мсп 


+ sint е цсо59 = Ü 


БОЛ ЗАЛА ЖЕЗ ААА. 
度量 系数 ; 


M, < leg 
u, < t, 


Р, -~ 3 1 
13-15 ЖЖ „= Ч 85) -(2) 
== А/ cost 十 sinzm = 1 (3-169) 
8) алая 
yy = и (3-170) 
(2) АЖ 
在 此 坐标 系 中 ， 


Кии --Со < н < 00 
у = 2иў Ü < 2 << оо 


(3-171) 


„= 150 e 


227 
“| м = и, => МОМЕ, в AmE 


ан 


y == 1868 
或 
r = uú 一 БА 
45 
这 是 一 根 抛物 线 ， 
ы p= ус ЖИ, ЖАЛ ҰН 
Ë = ці — рі 
y = ZH 
或 
х 一 У. — vw 
90 


у! = 4025-45-50) 
х зр ТАЈ ВО ЙИ. МНЕ р ІТ ЖІ 3-16 
Hi, В шууны 020 ХОЛЧ БН 1 
的 mae E, ta 1 
EZH: ! 
Әх Ох Әу 9 аг 
ды өө T On Or 


== -— yp -+ Аир = Ü / 
КВА, 4 
wi 


А і -Hl к 
Өх ) (2 ү p < U 
— — m + — 1 
te ЯС Өн ний?! 
=. + 9 (3-172) г; 
üx ү (22) _ 
l, (2%) tay 区 3-16 ЭМ ЛЖ 


.151 = 


= 7? А/м 十 м 
(3) ХХА л Яа 


ЖЕНА АШ, 
х = — sha __ — 0 «7 z =< +“, 
сн + сов» 
y = sin g 
сін + cosy 0 < 0 < 2я 
坐标 线 :; 
ми, = Л 0 М, 坐标 线 是 
1 
цан лыг иртэл 


这 是 一 个 圆心 在 〈cthw;,0) 上 ,半径 为 МИ. 


| shx, | 
ПЕНН Е; 
В 
__ sh: у = sin 0 
сн 十 cosy сіну + cosp 
ИХ 
shuo = sny 
x 


另外 
cosy х -+ chr xz = shu, 


яў 


cos, = shuo _ chu, 
x 
利用 
sinte -H costs = l 


得 

2 | Е 

У shi; + (= — ch ма) — 1 
x 


y? 


+ 152" 


(3-173) 


(3-174) 


化 简 所 见得 
ислийн шин 352 


p= 0, = ЖЖ > O 了 时 ,# 坐标 线 是 
| 
sin? 0; 


ТЭРЭ E (o,—ctge) 上 、 半 径 为 = ӨЛЕ. ЖҰЗ 


rz + (y + сша = 


ZAL. ВЭ АА РЭН ЕЕ 3-17 H, 


y 


= Өр 
S 


图 3-17 ХОВААЛЖА 


155%; 
Өх бх + ду Әу 
Ән БИ Ән д» 


‚ 153 + 


— Al + ch ucoss)sh u sin — (1 + ch cos s )sh z sin p 


(ch z + созу) 


== Ü 
ЖИ ХХ ЗА А ЖЕ ЫҢ УАЗ АА, 
度量 系数 : 
ER 
пан ү) + (52) 
(1+ ch x cos и) shš2zesin2zs 
т (сім + созе у! 
НИЕ ЗВОНИ - 
chy + соз (3-175) 
БІ 


, = J (55) + (52) 
(1 + ch ucosy ¥ + 8Ш ир 
(сїїн + cosu) 
l 
chu + cosz (3-176) 
(4) ЯА АЯА 
在 此 坐标 系 中 ， 


(3-177) 


F — спи со 


у = sh sin ç 


0 = =< 00, 0 = > hd 
坐标 线 : 
当 и m= ЗН, 2 坐标 线 为 
x° у 
chia, 518%, 
这 是 中 心 在 (0,0) 上 ,焦点 为 ( 土 1,0) 的 椭圆 ， 
当 рет p, = ART, u 坐标 线 为 


“154: 


z 2 
x 
ор = chu — хий 
COS Yo sin 9, 


1х 3: АТ: (0,0) E, RAD (+1,0) УЖЕ. ЖЕНЕ 
chus WME shu, A HH УЗЕ Н соз р,» [р 是 sin pa, 有 所 有 
这 些 华 标 线 都 画 在 图 3-18 Е. 


SN — УФА 


Eu | 


ж 


att; ж SN 
-y 
нұ<и, \ 257 ё 


t, < ta 
图 3-18 ШЇЇ Дж 


22%: 
Ox Ox 4. ду ду 
Эн Ор Әи Ор 


== --5Ї соз » chy sins + chy sin изя cos p 
= |) 
274 WH [B| SS $ Ж 29 IE ЗХ HH 2 ААА. 
ЕЖ ЖЖ: 


(27-23) 
NB) T \ би 
— А/ shiycoste -+ ch’*wsin’w 
一 2 chi — саар (3-178) 


. [55 4 


n = ACES) 


== М сһїивїпїө 十 sh и + 8В мсов4и 


= ^/ Сри — costr (3-179) 
(5) - ЖИА 
ТЕШ ААЛА, 
Ті 一 (и + ao + 27) 
д2 — 5 
(и + Ме) 
а о 


(3-180) 


0 = P: < ад? 
-а «2 р =< —Ь1 < щи =< ОО 


坐标 线 : 

м = ио = ЫЫ (-45-Тин,«200) М, ГЕЯ 
2 z 2 
x + у ии +в у 


н, + 02 KD а-ы bb — а? 
这 是 中 心 在 (0,0) 上 、 焦 点 为 《 土 Ve? 一 52,0) В 
(A u на — и, — Б = Vb). 
当 p= n В (—а5*< s, м) |, а ААА АЖ 
27 十 _ y и + в 23 -Ь utt 


к= 


ab sb а-ы Peg 


= 1 


或 


ті ус 
y, + [z 一 Cv, 十 BJO 
这 里 
—( v, + 525 > Ü 
这 是 中 心 在 原点 ГА (+ — 62, 0) ШІН, 
ААИ А АА АОН ЬЕР ЖЕН БАЯР 
нир a,b 的 选择 任意 选 定 ,而 后 考 刚 不 能 分 别 任 意 


s 156 + 


ЭЕ, НЯ ГЭДЭГ МЯА ЕЕК Че НЫ, 

— J Rü Y| S JS ДА НУ АЯ 
形 如 图 3-19 т. 

EHE: 

Н и 0776,15 
Ox _ * + a° 
Ән а — Б 
同 理 ,对 5 微分 后 ,得 

2х Әх = иа. а. 

дг а? — Б? 


图 3-19 ЖДАЛА 


ТАЛ 
Өх дх _ 1 (и Баҳо +а) 11 
ди ‘Ov 4х? (а? — ым 4 да? — рі 
ЖЕНУ p А АНЫН: 
ду by 21 _1 
Өн Өв 4 Ё? — а? 
由 此 可 得 


Ох Ох | бу ду -0 
Он Өр ди би 


A ЖОВ [B| ЗАЙ ЖА 29 iE 25 ЕД 22 ААА, 


БЕ АЖ: 
2(9х \ _ (0 Б а2)2 

Е) 7 08-03) 

4 
(жү і Өжеу гі ота 
ди 453 (аг — b Y 4 (и + a2)Xat — Б) 
同 理 
(2Y 1 ЕЧ: 
Ән 4 Cu t ҚЫ — а?) 

由 此 可 得 


. 157. 


(9% Әу 
„ = (2EY + y y 
y Ән Он 
1 и +- а p + Ё? 


702 (и T ата — 5 CE TS — а?) 
ЫН и — 0 
702 V Gu Faut bD 


Ф 
” (6) = (+ ЖЕ) (3-181) 
ДЇ 
т(и) = (и + au + 5?) 
于 是 
7 一 + Y  (3-182) 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 ; 
+ (5% 
i, де МЕЗ 
0 + ау + Бу 
1 и 一 出 
一 mC) (3-183) 


此 处 —т(ь) > 0， 因 为 一 人 十 6 < 0, ç + 8: < 0, 

现在 我 们 提出 这 样 一 个 间 题 80 ҮЛ ЛЭН (3-1809 而 
直接 证 明 对 给 定 的 х,у 只 有 一 对 mo W (03-180), Вр x= =(u, 
u), y = yuv) 的 反 函 数 为 单 什 ? 

Ж ПЕВНУ да, СЕБИ У В 


z 
十 一 二 一 一 1 
utao ии 


: : (3-184) 
Х y 

и Га’ + а” 

站 方程 


s 15 • 


х? у 
二 p 
Р, dat Р, + Ё! 

ЯК £= 1,2, рн, р Р, 与 方程 组 
үз ыз (и + а?) + а?) 


42-Ы 
(и b2)( e + b) 
= —— 
等 效 ， 即 与 原先 给 定 的 式 〈3-180) 等 效 ， 为 此 将 方程 组 (3-184) 
中 的 两 个 方程 分 别 乘 以 1 + P) 和 Ct E), ЛА 18 0, 
以 消去 у, АНЕ 


== ] 


(3-185) 


у? 


2 ] _ _ ИИ 
5 (+; 十 а?) 十 2?) (s + at (gÍ + 22) ) 
11 


v -+ 5: и Е b° 


РП 
х1 == (и 十 а) + а?) 
дё — b 
这 与 式 (3-185) 中 的 第 一 个 方程 一 样 。 同 理 ， 将 式 〈3-184) 中 的 
两 个 方程 分 别 乘 以 1/Ce + at 和 1/68 а), ЖН, AH 
È r, HRR 
2 (u + BCe + k) 
b: — a° 
这 与 式 (3-185) 中 的 第 二 个 方程 一 样 ， 
有 了 以 上 结果 ,要 证 明 反 函数 的 单 值 性 ,只 需 证 明 给 定 ry ЯН 
未 知 数 为 了 的 方程 


y 


_ y — 
P + a’ + Р-Ы 
有 两 个 实数 根 , 且 根 分 别 在 # ЖП ç НУДЕ ВЕРЧ, 一 刀 < P, < 
со 和 —а < P, < 5 就行 了 ， 证 朋 如 下 ; Ж 

_ x у ФЕР) 
Е(Р) = Р-ға: P + Ы (P + aP + Б?) 


1 


“159. 


ETAR (a, —6'),(— М, 00) 中 为 参数 己 的 连续 国 数 ,并 且 冯 
PATAAS A. GH P- —at + 0, W) РСР) + +оо, 


因 бо, Ш Peo B, ЕР) >o, Д 
dl 


u e. 这 意味 着 FO) ERE (a, ~) 内 至 少 有 


一 次 等 于 零 , 凤 至 少 有 一 个 根 ， 

如 Р-»-1454-0, M] ЕСРу-ж--со, іш Р Бос, ДІ 
E(P) 一 一 1， 因 此 在 区 间 《 一 产 ,， соо) ру РСР) 至少 有 一 次 等 于 
村 .但 方程 为 己 的 二 次 方程 ， 由 此 可 知 , 在 每 个 区 间 内 ,只 有 一 个 
概 。 这 正 是 我 们 要 证 明 的 结果 ， 

(6) 一 般 精 贺 学 标 系 的 另 一 种 袁 述 方式 

为 了 简化 数学 返工 过 程 或 某 些 表达 式 的 形式 ， 在 一 般 销 贺 举 
标 条 中 可 以 引信 两 个 新 变量 ú, 和 vg, HE нь RE n WAR, 
е, БЕ ПРА. ЗАН? x У 可 以 通过 z, ЖІ», Жж, НІН 
ЖА ЕРЕН. СИЯ МЕН ЗЛА Ж-Е 4 
Жа, 

B S E М ЖАР иж ЖІ r+. Ж: 

н аг ” dt 

Ë E ж” Ú, М —4 m) кз) 

ХЕ u, IEIR ис>--Ы, ME vs 的 表达 式 中 一 天 二 < 
-085, ХН B 

ma) = (t+ PG + Б) 
在 式 (3-186) 中 将 и, 3154 2), о, ХУ PK B 
du Фо 
на 4 у fi ^/—4 miv) 
MERDA ARH Heste 与 и,» НИ B ЖЕ ЖЕТА sÑ, 
4» 


(3-187) 


і 


4 _ 
— ти т (3-188) 


„> 169 > 


110] 


atr? — ра 


(3-189) 
《1 — t°) 
2т( а? 一 р?) 
аг а — пу ат 


ma) 通过 了 的 表达 式 为 
mD = (t + a?) (z + 87) 
a p Гат b `, 
-( 1 — т? ta Х 1 一 г +”) 
0а — му 
(1 一 ry 
于 是 
de 2г(аі-- Ы), ЧР) 4 
V 4m(0) (1 — т2)2 2r(at— БУ 
йт 1 1 1 
“Ë т(т+; + =) 


由 式 (3-189) 可 见 , z = 62 1, т = 0; smuti, ге ажи 


于 是 


这 就 是 и. EA RREA. 
下 面 用 民 样 的 方法 来 求 n 的 表达 式 ， 引 人 新 变量 了 ， 


е = -一 上 《一 有 < 一 站 (3-190) 
t -+ 


.161: 


даты 
1 + z” 
Ji -- 2: (а:-- Б) 48 
(1 + r“ 
— 4тау)-- —4@а- Ве) 
一 4 (а — В) 


(1 + r” 


1 = 


于 是 
8: = ат’ 
А/ -4н 1) ] + r” 


H (33-190 уй BL, 
t = — р? — 0 FJ, = 00; те ç Hf, 


于 是 


p+ a? 
аво) тов 4] — + 


==, 
-| 
- Ёо мөс 
"s 
-| 


и + а? 
х|2 — arctg Ур 


и + а? 
== --ДГССЇ +b 


(агсірх = х{2 — arcctgx) 
这 就 是 e, МЫ 2 НУ, 


11 


更 将 “EEE PIRAN, 求 出 通过 Нұз Ға ДАЛАНУ Hat 
的 表达 式 . 


由 
„ү К 
2и. = іп “+ а 
и + Б? 
1 JH 
得 
ДЕЕ 
„на = мал н 十 а? 
и + Б" 
1 — н + a! 


и + Б? == ии + аи, 
НСІ — thi, ) --алһш,-- Ё? 
_# п? 887 и, - рі 
Chê Hy chi нь 
BH 
и = ashuy — b СН 
= (a? — bshiny — Ё? (3-191) 
这 就 是 x 通过 H4 表示 的 表达 式 ， 
用 同样 的 方法 ,由 
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u а" 
py -+ Ё? 


сіріп, = — 
或 
р == — (а — ао, — Ё (3-192) 
这 就 是 v 通过 s, 表示 的 表达 式 . 
有 了 式 (43-1917 和 式 (3-1927) 后 ,我 们 就 可 写 出 通过 Н fH 9, 
所 表示 的 х,у 的 表达 式 . 
首先 
x: — (u + g2)( + а?) 
а-ы 
Га 一 Ғыл --а-/Ш--(а4--Бусіліт, + а? — 483) 
g? — р? 
== (a? — P shug + 1X1 — sin'vg) 


= (a? — 2) си сов? 


其 次 
: (и 09-25) 
$ ы — g? 
Ш (a? — БАМ [Са 一 ЫДЫ 
53-03 
шин (а? — Ады sin ty 
нй, 


(3-193) 


| =/аї— b: chu, cos s, 


y = уа? — b'shus sin 2, 


3-7 单位 天 量变 换 的 傍 度 法 


HRO ERTA, gradj divf, rof 等 场 函 数 是 由 场 的 性 质 
ЕЕ КУРЕ, ЭТИБ НАЈАВА 08. АННЕ 
式 (2-41),C2-46) 和 《2-59) 看 出 ， 

以 gradf ОЙ, S PETHA, КР) ЖАНА, HO (м, 
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маша) 2) F IE F fH ЗАЛА ЛАТЫ (rao tz о) О-Н АА 
Яя, АМР КР) 可 以 号 成 

СР) = fCui stis му) 一 LECETA. 
ЗУ, Сима, из) ЖІ (01,0, 03) 为 对 应 于 同一 点 了 НИН ЯА, 


我 们 有 
grad ҚР) — жтайҚи,,ш), us) 
1 Of . pl e l OJ. 
L, би " І.,, ди өз Lu, Әт; з 
同时 有 
grad КР) 一 тай Су, 6,4%) 


1 9) 1 а; 1 Of 
== — — ë, 十 一 一 一 一 е, —— — Ey, 
L, ðe T L, Oe Т, Os, 
这 里 Lys Lps L, 利 L, Бр» Ls, 分 别 为 坐标 化 #1, Нұ, ЫН; 和 
ELFELE МЕ А. 
因 为 
gradf(niy u; #3) = gradf(P 5 = атай буу? 2) 


所 以 
бе 二 -2 1 ôf 
L, Өн, ú Б... Ән; L, Он, "з 
i д] 1 ôl і д) 


L. an т б T дв, 

和 上 上 面 的 表达 式 一 - 样 ， е, Eu, Ca ?Ep |, Су, УД ЧАК Ж НІ, Му, 
Нұ. Б, ЙУ HETRE, 

式 (3-194) 是 表示 e, e. eu ЖІе,, юм . 之 间 关 系 的 一 个 


А. ПЕН Б Кии, из), шо = 0 Ж - 5 一 0 我 


们 就 能 得 到 一 个 通过 e,,, Cne n 表示 的 е, 的 关系 式 。 用 同样 
的 方法 ,可 以 通过 ЭСЭЭ: 来 表示 enpe WEB HAR 
е, 等 分 解 成 沿 @,,,e,,;e,， 的 分 景 。 反 之 ,内 同样 的 方法 , 也 可 以 
将 e, 等 分 解 成 沿 е, ,е,,е, 的 分 量 
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我 们 举 一 个 具体 的 例子 来 加 以 说 明 。 第 一 个 坐标 系 取 直角 坐 
标 系 《x,yY，*)。 第 二 个 坐标 系 取 球 坐标 系 (7,0,0). RIA 
x == rsin Ü cos ф L, = 1 
y = rsin Әсіп ф L, = r 


z = r cos Ө L, = + sin 8 


ICP) = x = r sin cosg 


则 
grad КР) = В jimi 
Әх 
E 
агаа КР) = 1 ЭС r sin бсовф) e, + 1 Ə(r sin бсовф) e, 
Оу r 616, 
1 (rsin Өсоѕф) ° 
rsin б Әф ° 
= sin Ü cos фе, + совбсов фе, -- сіп фе, 
BD 


i = sin Әсоз фе, + cos 9 cos фе, — sin фе, 
用 同样 的 方法 ， 取 РСР) = у, ХЫ y = rsin Өй ф, ЗЕЕ КР) 
НН ,得 
j = sin Өсіп фе, + сов Өѕіп фе, + сав фе, 
如 取 КР) = z, ЖЕ z 一 rcos9， 同 时 分 别 在 两 个 坐标 系 中 取 
КР) 的 梯度 ,得 
Е = созбе, — sin бе, 


БУЯН ИД ЯВ К: 


1 k 
e, sin зіп сов 9? 
вр соз Өзі — sin? 


cos ф 
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МАК лен ра Е: 
е, == sin Q cos фі -+ sin Әсіп фу + со86К 
е; = cos cosi + соѕ sin фу— яд ФЕ (3-195: 
e, = — sin pi + соз} 
所 以 只 要 知道 1,1,Е ZE е,,еҙ,е, 上 的 分 量 , 倒 过 来 立即 可 以 得 到 
е,,еҙ,е, Œ ijk 上 的 分 量 。 
ТЕА У, Д ТАА А А ЯТЫ ТАЈ z ЛЕЛ ТАЈНУ 
АҒЗА АА, EH 
х = r sln 0 cosg 
y = z sin Ü sin фр 
z = r cos D 
ҢЕЛ АЕ kR Ж АНА МШЕ z НЕ НОА, BIB a Ж 
ЖТП АЛАША» АНА, 18 ER, АП 
x = ғсоза 
y = г sin С058 
z = r sin z sin 8 
这 两 个 坐标 系 的 度量 了 系数 分 别 是 
Ї = 1, Г = r, L; == rsin Ө 


L,—=1, L, = r, Ls = rsina 


+В. 


х == гыг Әсозф = ксоза 
y = y sin Ü sin ф = r sin z cos 8 
2 = r cos = rsin а sin 9 
№ КР) = віһбсовф = соза, ИМЕН 
grad КР) == grad( sin Өсоғ Фф) 
_ Í Әсіп ? cos) 


r ов “o 
1 ӘС sin cosg) 
+ r sin Ü Оф % 


1 А 
== — cos O cos gde, 一 4 sin фе, 
r r 
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在 第 二 个 坐标 系 中 ， 
gradf(P) = grad( cos z) 


1 Осоза 1. 
一 一 — e, = 一 一 Sin ze, 
г бе r 
由 此 可 得 
— sin ае, == cos 0 cos фер 一 sin фе, 
或 一 
е. == — — _ ( cos Ө cos фе, — sin фе) 
(1 — cosie } 


— | 
(1 — sin20c<os2 12 
ж ЖЕШ SP ñus АА. 
因为 


( cos 9 cos фе, 一 sin фе,) (3-196) 


二 .一 сїр == шдяйр ф 
> 


КЕ) == сїрё = tg 0sin g 


则 有 
grad КР) = — 1 Ĉef 


гялс ОР 


-- 2, - 
= 208898 ee 一 一 се; _ 


# sin z rsin asinta 


Е; 


— sin СФ р — sin 0 в 
шт — T. а “_, —— 
rsin 51:57 гсоз?@ 


РЕ, 
grad Ру = grad tg Өзіп p 
- 19089884) o p — 1 dosing) 6 


r 20 r sin 9 Эф 
_ _sin оф e, + gCcosp е 

reos’h rsin Ө 
— ал e соз е, 

r cos"0 r cos б 
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由 此 可 得 
— sin ае, sin ф cos ф 


тоо20 69 + 


Á —— a 
соз r COS r cos g % 


ВЫ — sin се, = зіп фер + совӘсоз фе, 


е —( sip фе, + совбФсов фе, ) 
B = 


сіп” 


--( sin фе, + соз Өсов фе,) _ 
š (1 一 os I (3-197) 


ДЕ ЫЕ ИР: 


ын 


— Ц. == 


一 cos D) соз sinó 0-0 
(1 —sin со5% 47 (1 —sin' соу. соз уі? 


° 0 — нэр -собсовф _ 
; (i -sin Я софит (1--ыг22 сов у? 


利用 天 系 式 
cos 9 == sin gasin f 
FH 
tgp = расов (у/ х) 
ЭРЭЭ ЕТ Meds А ВЕЕ, т 
--( cosa зіп бе, + cosfes) 


(1 — 511 9078 y!“ 


_ _cos бе, 一 cosc sin бе, _ 
Sa (1 — зіпѓо sin2g)1⁄2 (3-198) 
与 上 未 不 同 之 处 在 于 转换 系数 现在 是 «,8 ARM, 而 个 是 6, Ф 
НЧ. 
МЕН Л/С ЛО ЕДЕН, 


Eg = 
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1. 第 一 个 坐标 系 取 为 直角 华 行 系 《x,yY,x)， 第 二 个 举 标 系 取 
ЗЕЕ АВ Ж(ғ,ф,2). х,у,2 M rp 的 天 系 是 


x = Бсозф (3-199) 
y == r sin ф (3-200) 
x = z 


度量 系数 
L.= L, = L,=1 


L, =1 L, = r L, = 1 
分 别 取 《3-199) 和 (3-200) ЖЕН A ЧЁ ЙК ЖАТЫЕ: ААА ОНЫ, 
了 立即 可 得 


i = cos фе, — sin фе, 
} = зіп (pe, + соз іре, 
k 一 k (3-201) 
2. 第 一 个 学 标 系 取 为 直角 举 标 系 〈x*,yyz)， 第 二 个 坐标 系 取 
ЖЕЛИ ЕТЩ АЕК ЖА Ср) x y, ЖІ рор, ZAIR RE 


| ? __ y? 
ax ) 


у 一 дь 
%-. 
ЖЕ: 

„= уи + 1? L, = А ë + u L, = 1 


先 取 Р) = z+ = = (а? 一 27) 并 分 别 在 两 个 坐标 系 中 取 梯 度 ,得 


/ 1 1 | 
| (22068) 9 — 06-27 | 
1 = ——— м É, -F — — е, 
А/ БЭЭР, Ән Әт 
= 一 一 (Ce — ve,) (3-202) 
ш -十 422 


再 取 КР) == улсыг 222 {ЕРИ ВЕК ЛАН ОЛ , 


. 1 Әсиу) ОС и>) ) 
== 4---------- | — `T — -二 ЕЧ Уы р 
j = | Эд е, Ө» е 


‚ 170 = 


= —— e, 4- не.) (3-203) 


Мечи 


列表 如 下 : 


3, 第 一 个 坐标 系 取 为 直 衣 坐标 系 《x,y，x)， 第 二 个 坐标 系 取 
ХАН АРБА (и,ғ,а) (1,3-6 11), х,у, ЖІ н,0,5 之 加 
的 关系 起 


shi sin y 
шинэ —, y = ——n,— —a O @ W ал" д 
сви -i cosy сін + cosp 
EHRM: 
L, = | 1,----1---, L =l 
сіш + созу сһи -+ cosy 


先 取 KP) = хэж--325 А АТЕШ, 


chy -+ cosy 


sila shy ` 
9 e: н -Б cos :) 9 Ёл + cos 5) 
i = (chu -+ соз) шини уяж, +— тийн 
м r 


(che + cosy) 
= A Т a chacha + su) — sh? е, 
(сам + сози)! [Cchu (chu + созе) “2 


+ shy sin se, | 


„о ((с и--31н-Г сВисоз ре, + зя sin ге, | 
сһи 十 соз 


----- | 1 + chycosv)e, + shusin ve, ] (3-204) 
che + созу нэ 
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再 取 AP)—y— 并 分 别 在 两 个 坐标 系 中 取 梯 度 ,得 


# + совр 
1 


J = —— s <s. [sin sst 5 їп? 
=. тарлан | sin оме, (соз o( chyt совр) сіп рде, | 


1 


一 даа | sin vshwes + (1 + созгсһид)е, | (3-205) 
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иж ”矢量 分 析 中 的 符号 运算 法 


U 
mt 
ШЕ 


为 了 讲 清 问题 的 由 来 ， 我 们 以 电磁 场 理 论 的 一 个 问题 为 例 来 
加 以 说 明 , 在 学 习 电 磁场 理论 时 ,一 定 会 页 到 有 关 坡 印 享 天明 有 的 推 
导 问 题 ， 我 们 把 推导 过 程 写 在 下 面 ， 以 便 从 中 找 出 需要 解 决 购 数 
ашк 


yú = H) 22 [S JJ EH 
g = -9В (4-1) 
Әр 
rotH == Br T 1 (4-2) 


AH, E 为 电场 强度 ，H 为 磁场 强度 ，B 为 磁感应 强度 , О 为 
电位 移 ，】 为 电流 密度 . 
397712641) Н, 18 


Н.гоЁ--Н.,- 28 (4-3) 
І 
18 (4-2) 38 E, 但 
E. rotH = Е. P +E: j (4-4) 


ЫЗ Ж@(4-3 пф KC 4-4). 15 
Н.-соЁ-ЕоН--Н-28-кБ.2Р. в.,| 
Әр О 
(4-5) 
Не, АЖЕ ТА Е 


引用 一 个 现成 有 的 公式 ,好 
УЕхН)--Н-.ыгоЁ-Ё-.гоН 
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于 是 式 (4-3) 变 成 


div(E x H) = —Н. ӨВ Е. oD к. (4-6) 
БТ О 
х D 
divtE xH) +H- AE. = +E+j=0 (4-7) 


令 Š — E x H 并 称 ене 天 最 ,是 式 (4-7) 可 写成 


divS + H- 98 Е. 29 +Е. 1-0 (4-8) 


方程 (4.8) 称 为 披 印 亭 方程 。 在 电磁 场 理论 中 ,车 虑 到 Ёс») ЖЖ 


ве, Н. 99 表示 磁场 能 量 密度 对 时间 的 导数 ， 即 


HW, 一 M Н. BB 对 了 时间 的 导数 ,也 就 是 


Wn 9 1H.B- 1 Н. въ 1н. 2B 
ĝt Ог 2 д 2 О? 
1 ОН 1 ӘН 
= о — а Н 一 Н . — 
2 Р Әз 2 Р Әг 


ШТ В = «Н 并 假定 上 & 和 Hj 间 无 关 , 寺 是 得 
SW, .24Н SH н .ar 下 yH 298 
От 9: 9: О: 


同样 ,考虑 到 D 一 sE， 并 假定 。 与 时 间 无 关 , 可 证 明 Е- 表 


示 电 场 能 量 密度 W, 一 > E. D 对 上 时间 的 导数 , 即 


IW: Е. 2р 
Ө О 
于 是 式 (4.8) 变 成 
д, + Š у, + 458 — Е. j (4-9) 
О: О; 


将 式 (4.9) 对 某 一 体积 下 积分 ,得 
9 91 | 2-1 E. idy 
3, | Wady + 2 | ау 十 |, divSaV | Е 14 
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应 用 高 斯 定理 将 | divSdy Фф (5+ nas, 这 里 s 是 包 


EHRE РЕЛЕНІ, п 为 小 面积 元 48 上 朝 加 了 外 部 的 单位 法 
жж, Tj 


2| ЧТ + 21 и? “РУ + $ (5 11245 
OF FF Gr ЈУ 3 


= Е. 712 


根据 能 量 不 灭 定律 ， 小 CS - n)as 必须 表示 通过 曲面 朝 外 


流动 的 功率 ,于 是 S = E х 于 可 以 解释 为 通过 单位 面积 的 功率 ， 
这 就 是 坡 印 亭 撩 量 3 的 物理 意义 ， 
汐 罕 整个 推导 过 程 ,二 中 数学 上 的 关键 的 一 步 是 用 了 公式 
div{E x H) = H - го Е — Е + rotH 
问题 是 : 这 个 公式 是 从 哪里 来 的 ? 如 何 证 明 它 2 实际 上 这 两 个 问 
题 可 以 作为 一 个 来 演 虑 ， 见 如何 亿 左边 变 物 到 右边 。 从 原则 上 来 
说 ,回答 这 个 问题 并 不 难 , 只 页 根 拟 div 的 定 关 或 表达 式 , 将 左边 
展开 ,重新 组 合 , 青 利 用 rot 的 定义 或 表达 式 , 即 可 写成 右边 的 形 
式 。 我 们 将 这 个 过 程 写 在 下 面 ， 作 为 以 在 与 管 号 运算 法 比较 时 有 
关 推 导 方 面 复 杂 程 度 的 一 个 位 子 ， 
根据 矢量 函数 ШУК 的 定义 ,在 直角 上 坐标 系 中 
divR = ОК, + 26, 十 ок, 
Өх Dy Әз 
Хар, R, 为 天 量 К ЗЕ, В, ЯП R, 22515) R 在 
y 和 z ERDE. 
又 根据 ЕХН 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 ， 
E x H = (Е,Н, — Е.Н, + (Е.Н. — Е.Н.) 
+ (Е.Н, — E,H Ok (4-10) 
AH, 1,),К У х,у,а ЖИЕ УУ ДУ Ы, Е,,Е,,Е, 和 
Н,.Н,,Н, DHARE Е,Н ЇЕ х,у, 轴 上 的 分 量 。 从 式 (4.10》 
可 看 出 ; 
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É x H ёх СА Е,Н,-- Е,Н,, 
E x H жу ЕЈ E H, 一 E,H,, 
Ex H Æ: bups E,H, 一 EH, 


于 是 
| ӘСЕ,Н,- Е,Н,) Ә(Е,Н, — Е.Н,) 
div(E x H) = — x + Зу 
ӨСЕН,- Е,НД 
да 
ЭН, дЕ, дн, дЕ, 
—E, gr TH. — Б. pe В, Gx 
ӘН, дЕ, ӘН, ӨЕ, 
шил ау ti gy СЛ, бу 78% Әу 
ӛн, ðE ôH, ОЕ 
+ ЕЁ. gs tH, az В Әу —Н, фу 
ôE, E, дЕ. 4 
н. а) н, (а — еа 
ЭЕ, ОЕ, н, H, 
+a. (ову) [в. (7 a) 
ан. ӘН, ӘН, 
+E, (С а) + E, у" 59) 
(4- 
2518. E 
Е = Ei- Е} + Е.К, Н-НДА-5Н,(/-Н,К 
p (8: _ дЕ ЗЕ, EN. 
oE (у a)i tha o) 
ðE, ОЕ, 
+( Dr Оу )к 
н Ән, -ӨН,ү. ан. ӘН, ， 
оН (ay ari (9208) 
Ән, Ән, 
+(-в; oy )® 
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МАНА 
A. B= А,В, + A,B, + А,В, 
TEAGI AMK] R] E 0 
Н.Е — E- го 
这 样 就 可 得 到 
diyv(E x H) = H : гогЕ — Е + rotH 
这 就 是 我 们 去 证 拓 的 公式 ， 

月 同 洋 的 方法 也 可 以 证 明 其 他 矢量 分 析 的 公式 。 ИИ, АДЫ 
ежи, ежа, УРА ЕН ВЕ а Е 
次 ,只 贤 进 行 微分 运算 ,重新 排列 组 侣 ， 最 终 一 定 可 以 获得 所 需 公 
5, 但是， 实际 上 这 个 运算 过 程 有 时 并 不 简单 ， 甚 至 很 困难 。 例 
ЭД, 在 事先 不 知道 下 列 公 式 右 边 部 分 的 情 训 下: 

grad(a + b) = (b + va (а, Ç>5b + b X rota 
+ a X го 
ML У PL B НЕХ ЕЗІН ААА ЖЕ 
— F S 2 USB, 

REHA, БІ а ЖО ж Ж, Пи Ва Эн 6 ЕК, 
Аа жЕ СЕН, ВЕЛЕ K 2209 ҮН НУ Н 22352 

用 矢量 代数 运算 来 代替 微分 运算 的 方法 你 为 符号 运算 法 。 从 
公式 (Ех H) = H : го — Е - roH HEAK, HAY 
符号 运算 法 是 不 可 能 的 ,因为 div, rot АЯЛЫ Ы ЕП 
旋 度 的 术语 ,这 些 文字 绝对 不 是 一 种 天 量 , 其 至 从 形式 上 洲 看 也 不 
是 矢量 代 数 中 矢量 和 矢量 运算 的 符号 ,而 机 用 天 量 代 数 来 运算 , 首 
先 需 要 那 仙 形式 上 是 矢量 代数 符号 才 行 ， 因 此 在 这 种 符号 的 形式 
下 ， 根本 斌 谈 不 上 什么 用 舌 盟 代数 运算 来 推导 公式 的 问题 

要 解决 符号 运算 法 问题 ， 首 先 必 须 从 形式 上 把 拓 量 函数 
divR, rotR, gradf 等 表示 成 天 量 的 样子 ,然后 才 可 能 用 矢量 代数 
公式 进行 变换 。 关 于 这 个 问题 ,数学 家 们 已 经 探讨 了 将 近 一 旦 年 
"КЕНТІНЕ ЗЕРЕН АКЕ ЕКИ ЕЕ ТЕН НУ ДЕШІ 
Ж, а е M АЕ EE АНЕ АЈА БАГАЙ, ДЕЛЕ F > 
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АТАНАТ АТТЕН Sr, 

Аз МИГ ЛЕНЕ (Heaviside) Æ fth PH СЕН НЫ 
— НЦ, 

首先 引信 一 个 符号 稀 量 ， 即 形式 上 像 僚 量 但 实际 上 不 是 天 量 
НУ-21-225 t =; 


=; 9 iD 9. 

а, тіс ЖЕЗ, 
лем У НЕЕ Конил» 

R в ӘР 

UR 2R q 9R, ӘК, 


Bx t Өу + Ол 
于 是 
divR = vç + R 

这 样 就 把 divR 表示 成 了 v + R 的 形式 , 即 表 示 成 了 一 个 符 
ЕЖУ) 与 R ПАНА. nr ЕЛИ 
AREA EAX divR 是 一 个 标量 (数量 ), 而 两 个 天 量 的 点 积 也 
是 一 个 标量 。 于 是 ， 

ФДаУЕХхН)»-уү-(ЕХхН) 

然后 用 矢量 代数 公式 对 у (Ех Н) ЖАҒА. 这 里 

形式 上 把 V ЕН а. НК ЕЕ ОА 
A+. (B x C)= B - (C x А)-02-(1АхХ В) 
得 到 
v. (E x H) = E + (H x ç) = Н: (ç x E; 
然后 他 说 ;“ 第 一 项 的 意 闵 是 毫 无 合 糊 之 处 的 ,但 基 我 们 也 可 用 第 
二 项 或 第 三 项 ， 笨 件 是 的 微分 性 质 同时 作用 于 EE 和 H. 如果 
RIAT EA HAHAE, Re RAR AM TRT ZA, DAE 
第 三 项 书 只 有 Е 被 微分 ,于 是 我 们 得 到 结果 的 一 部 分 。 而 第 二 项 
КУН Е. (y x H), HERA H 被 微分 ,给 出 结果 的 
男 一 部 分 。 这 样 我 们 就 得 到 了 完整 的 , 毫 不 促 糊 的 结果 : 
«УЕХНУ-Н.:шЕ- Е: го" 
这 一 眉 文 宇 是 世 乔 上 最 时 的 有 关 符 号 运算 法 的 论述 。 虽然 从 
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ІРІҢ ЕЖУ Уц, ІНЕН ГАЕК ЖӘН B] BB 
ж ДЇ ЕЩ {М ЕЗЕР ИТЕ ЗЕН, ЕЛЕ СНУ ХЕ 
Уа У, РА А ЛЕХ ИКД ЕЕ y ХИЛ, К, Ж 
ЇГ ТК ЛАК ЖЕ ЕЧ Ы ТЕНЕ А А. 2 TMR L pu pa ҢЫ 
БЕЙ ЭХ ЛБ, ДЗЕ 1 БЖ БИЛЛ” БАРА A Р 
НЭЭ 5, ХХ 28 БЕ ЕЕ АВЛАА ВЕН, 

首先 ,第 一 项 Ve (E x H) = div(E x H) 是 需要 其 以 变换 
АВА, ТІ H . ç x E = H го 用 他 自己 的 话 来 说 ,是 
“结果 的 一 部 分 ”"。 第 一 和 第 三 项 之 间 是 用 等 号 连接 起 来 的 ,但 是 ， 
从 数学 上 来 说 ,全 部 和 部 分 之 间 不 能 用 等 和 号 连接 ,全 部 只 能 写成 等 
于 所 有 分 部 之 和 , 矶 不 能 等 于 一 部 分 ,因此 这 种 写法 是 不 允许 的 ， 
不 过 从 下 文中 可 以 看 出 БІНЕ ЕН, Н КЕ ЕН ЕНУ 
一 部 分 ,把 两 部 分 汗 起 来 就 可 以 写成 等 于 全 部 了 . 

其 次 , 赫 维 赛 并 没有 给 出 ЁС СН х v) 的 明确 含义 并 证 朋 它 
等 于 一 . (VXH)， 这 个 问题 也 不 难 解 决 , 只 要 适当 地 给 出 省 Y 
的 表达 式 的 天 确定 义 ， 就 不 难 证 明 —E - (ç xH) =E. (Hx v) 
了 。 注 意 , 这 里 的 定义 和 现 有 公认 的 定义 是 不 同 的 ,否则 不 可 能 相 
=, 

最 后 ,也 是 最 天 键 风 一 后 ,就 是 为 什么 对 全 及 的 表达 式 ， 例 
如 у. (E XIHD， 可 以 用 矢量 代数 公式 进行 形式 上 的 和 运算,， 且 每 
一 步 都 能 得 到 正确 的 结果 ， 这 里 首先 柠 强 调 的 是 我 们 内 能 说 形式 
上 的 运算 ,0 不 是 舌 是 代数 中 数学 上 的 合法 运算 ,原因 很 简单 ， 过 
为 全 不 是 一 个 失散 ( 它 吴 没有 方向 又 没有 长 度 , 而 一 般 和 拓 量 有 长 度 
AJAJ R Е Тк. ВМ, ИЧПЕ УА ЭН 
НУХ ХИТ ЭЭ. Края, i ЭЕ 
你 加 以 解释 „їп S BBIA А V Е TRENE, BJ ЕН (sk 
数学 上 正确 地 ] ЛЕС ҒЫНА II ЫН Pe ЕНУ АҚ 
Ж, ЖҮКЕ Е И Rk— ; 08251 УЕН Ж АИЛЕ. ЕУ 
RA УВ САННЫ үг (Ех Н) ж-м) ХОС 4 
Е АА E HJ ЖОЕ S— НЕН ШЇЇ! УЕ Ж, БРА 
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算法 问题 ,即使 没有 证 明 , 上 也 就 解决 了 ， 因 为 至 少 可 以 用 这 种 方法 
来 推导 公式 而 不 必 担 心 会 得 到 不 正确 的 结 条 ， 思 憾 约 是 事情 并 不 
是 这 样 .下 文中 的 反例 将 具体 表明 这 一 点 . 正 因为 用 天 量 代数 公式 
进行 运算 时 在 规定 的 符 轩 意义 的 条 件 下 有 时 可 以 得 到 正确 的 结 
R ARARA NED, MARZ BEC mL DA 
应 用 名 进行 符号 运算 时 需要 小 心 谨慎 ,应 对 结果 加 以 验算 , 芷 则 容 
ЕН. п А НАЛЕ ДЛЯ, ДЕР 
КА b ИХ, 事实 上 НЕ ЛА ВЕ Е БИА НЕ ЩН 
ПЕНА ХБ ШДЕТ Ж-Е НА ПЕЙ А, ЯР 
就 可 以 完全 有 拒 担 地 进行 运算 ,而 根本 用 不 到 验算 了 ,也 谈 不 上 小 
心 或 趟 小 心 的 问题 。 否则 ,无 论 怎 样 “ 小 心 ”， 世 不 能 你 证 不 出 凑 
ЕЕ оынң. BIET A АМЕ ЯНА ЛУС Я 是 一 个 
很 模糊 匆 概 念 ， 下 文中 我 们 将 证 了 朋 ; 在 应 用 现 有 符 叶 和 通用 定 
久 的 前 提 下 ， 大 论 乱 样 个 心 谨 愤 也 不 可 能 妈 终 得 到 正确 的 结果 ， 

我 们 去 举 的 第 二 个 符号 运算 法 的 例子 ,是 А. Sommerfeld 在 
其 “Electrodynamics”(Academic Press, М. У. 1952) 一 节 中 给 
Ну, EKEREN; 


“要 变换 
E - го — Н. tE 
可 以 利用 恒等式 
В - rotA — А - rotB -= div( À х B} (1) 


хир А 5 В Хэ Хээ. 
ПЕВА ЇЕ 585501 )Н0 ЖЖ 2913 23123851 АЯУ: 
О 


a 
-ia +39 +k. 
“15; 536, Эх 


ЖЕЗ ВАСО ВА EE L iX T АРАПА ВЕ V МАН, MRE 
РЕЖХ НУ ВЕ ДЕ Mi ELI УУ, T E: 
diy(À х В) = v (A х В) ~ v, * СА х В) 
у, СА х В) (la) 
IotA = Ç x А, rotË = ç x B (15) 
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ДЕЗ (la) р АЖЕ УПЙН ТАЕАТ Ха В. 
她 果 利 用 三 个 秋明 混合 积 的 循环 置换 规则 ， 则 由 式 《1a》 可 得 
div A x В) = B. (v, x 4)4-А.((В х үс) 
=B.-(V, X A)— A. (V E X В) (1с) 
REALU, 514368 Г.Э22Р Bu 8 22 5 АА 
В: го А — À • rotB 
这 样 《1c》 就 等 于 式 (1)。 这 种 对 式 (1) ВЛЕЛЛЖЕН ЖАЛА х, 
У.х 内 直接 的 但 计算 起 来 却 极其 复杂 的 证 明 的 一 种 缩写 方法 。 
这 里 我 们 看 到 ，Sommerfeld Hki ERATE Г, ПЕ, 
(la) HE ұу: СА ХВ) ARDET Ұ)"САХВОЯ У, - 
СА x B) 两 部 分 之 和 ,但 是 接 下 去 他 并 没有 证 明 为 什么 可 以 利用 
过量 代数 中 三 个 和 天 量 混 合 积 的 循环 置换 规则 ， 世 就 是 没有 证 明 为 
什么 这 梓 做 一 定 可 以 得 到 正确 的 结果 。 ЗК, EBRA ЖІ ПЯВВ 
А - (B x va) 的 含意 。 按照 现 有 通行 的 约定 ，B x v, KER 
-Т5ЯЭТЛ ТЕ, ЕЖУ, B x 
А = -АХВ Я, ЕК TRE Va X B， 这 也 起 不 
可 理解 的 。 由 下 可 见 Sommerfeld 并 没 在 解决 符号 运算 法 问题 . 
第 三 个 例子 是 曾 苏 联 数 学 家 机 害 在 他 的 《 同 量 计算 及 张 量 计 
算 初 步 闪 高 等 教育 出 版 社 , 1960 年 ) 一 书 中 给 出 的 。 他 话 ; 
“如 果 有 两 个 空间 的 点 的 矢量 了 殴 数 а 和 四， 那么 利用 三 个 天 
量 混 合 积 的 循环 置换 性 质 , 就 容易 得 到 
div(a x b) = ү • (a X Ь)--ү-Сас x b) 
= (V X a)» bç — Я- (b X ac) 
= (Ç X a) + b, — (ç X b) «ас 
一 bc (Ç X a) — aç + (у X b) 
=b: (V X a)— a-(v x b) 
(这 里 ас 和 be 表示 a 利 b 在 第 分 时 视 为 常数 ) 世 就 是 
divta x b) = b: rota — а • го 
ӨН АЈ ФЕЯ Т: PER J КАЖАН FL A < Er л 
ЖЫ, V ІХТЕЖ E 2 ,МИЕЛЛ СЕН T V PL Тт 
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前 ， 而 变 天 量 则 在 它 过 后, 

ZEA Sommerfeld LANE T — P, 他 在 没有 证 明 的 能 
近 下 ， 给 出 了 最 终 可 得 到 正确 结果 的 规 见 ， 这 说 明 疼 亏 运 算法 是 
Н] ЙТ, ЕЕЕ А, ЕЕ НИЕ ВЕНУ 
采 。 但 是 他 没有 说 明 : ВАН, На ЕН 
理解 和 处理 ? 因为 中 间 步 骤 是 用 等 号 与 前 后 连接 起 来 汐 ， 但 是 它 
的 得 义 却 很 可 能 是 和 前 或 后 不 祖 等 的 ,该 如 何 来 理解 这 个 现象 ?为 
什么 最 终 的 结果 又 是 正确 的 ? 他 并 没有 给 由 证 明 或 说 前 . 

X T ARERI д Е РЕЈА, М Ра, Г У Е 
АА ХНУ ЕРЭН НЖЭГ, MARCE РАНА 
ЗЕ, А ӨШЕНІЛІҢІН УА AS n] HE WS MT ЭЭ Es 
FAAR RI МІЗ 人 新 的 符 导 天 量 , 并 从 数学 上 严格 证 明 这 
种 新 符号 天 量 运算 法 的 可 行 狂 ， 去 此 基础 上 我 们 再 回 过 头 来 重新 
理解 畦 维 赛 论 述 的 真正 合意 是 什么 ， 并 证 明 柯 青 运算 法 的 正确 性 
和 说 朋 应 该 如 何 埋 解 运算 的 中 辣 步 又 问题 ， 
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在 矢量 分 析 中 广 沙 地 应 用 着 称 汐 Hamilton 算 子 或 Nabla Ж 
子 的 符号 y, CE Hamilton 在 四 元 算法 中 首先 引信 的 ， 在 直角 
举 标 系 中 ,立定 义 为 下 列 形 式 的 符号 矢量 : 

1:9 119 д _ 
V із ay V É Өз (4-12) 
жар, i jk 分 别 为 沿 ry, ЕН, 

注意 ,这 只 是 一 个 数学 上 的 符号 ， 它 由 三 个 单位 冬 量 i, j,k 

三 个 微分 符号 2, TE 2. 及 加 号 组 合 而 成 。 它 形式 上 像 一 
жен, 因为 在 它 的 表示 式 中 有 i,j,k ZARE. RECKAN 


号 矢量 的 原因 ,但 它 又 不 是 一 个 真正 的 矢量 ,因为 1. ERER 
最 ,而 只 是 矢量 符号 和 牧 分 符号 的 组 合 ， 它 既 谈 不 上 有 什么 方向 ， 
5181, 


А РАНА Л, ШЕ K Br CSK AMHA I ЯН ЕН ТИІ 
КОСЕК ЕУ. ТЕУ Та НУ Т, ЗА. НЭЭН Л ЭЭ 
ЗЕ РЕЖ НЕКИХ ЕМЛС ВИДЕ М, ЖАННА 25 E ХНУ 
ВЕ АТЕШ БЭ ОР ЕТЕ ХЕЛЕН. 
вл yE X Z BU АРУ КЕ R л 34 8 ХН 
ТОР F ass ХЫ ИІ ЖАН үг К ERATA. 
有 些 文献 中 说 ,根据 天 量 代 数 公 式 ，V * R 就 是 
ОЁ, ОК, ОЕ, 
v. R — Әх T ду "дә 
这 里 有 两 个 问题 。 第 一 ,VY 不 是 矢量 ,没有 什么 根据 说 天 量 代 
数 公式 对 它 适用 ， 第 二 ,即使 用 矢 晤 代数 公式 写 出 了 
ӘК, ƏR, ӘК, 
v. R = FS “ду. + д: 
也 只 意味 省 这 是 对 у, R 意义 的 规定 或 定义 ,而 不 是 矢量 代数 中 
УЛП К «АК, ПАУЛ ЕЕ, ХТААЛЖжУҮУЯЖ R 
НЕ Ж, ИЕ V R 的 定义 ， 
AEL 144 ХМҮЖХШОС ох, В 39 V A= < 
Ж. V NIR t pa ЛЖ У АВЕО МП S ЭН ЕЕ 
Ж. 
А, У ЕРА ОЙ ЭЛ аж ХЕ? 历史 上 存在 两 
Rh AS МУЖ 5077206, НАИВНЕ ЕА REER, БЕН 
一 样 是 一 个 必须 满足 的 竖 求 ， 因 为 如 果 对 同一 符号 不 同 的 定义 方 
AERE ЖНЖ , 那 我 们 只 能 人 进取 其中 的 一 种 定义 ,否则 就 不 
AEAT ERREA T. 


421 у 看 成 为 符号 矢量 (第 一 定义 方式 或 再 维 赛 定义 方式 中) 


在 这 种 定义 方式 下 ， 招 看 成 是 一 个 “分 量 ” 为 >, 2, 


二 -的 “矢量 "， 它 和 其 他 函数 结合 的 意义 规定 如 下 ， 


1%», 


Ви үг? R 为 例 , 以 后 再 推广 于 其 他 情况 YF * 民 的 定义 
(ЖҮЗЕ ОП Қ: 
(1) ЗЕ Ут 244960) УВК ЕС )— КЁ. ЛА 
ЖАТАҚ А, 
(2) Я В ЗЕ А ВИЙ УК, ИП Н ЫЛ: 
A = if, + jd, + ЕЛ, 
В =iB, + jB, + КВ, 
RILI 
А.В--4,8,-- 4,B, + А,В, 
= B.A, + A,B, + А,В, 
= B, A, + B,A, + А,В, 


r= =. = ú =. ü =" = (4-13) 
ХОЛ ТАП R ПЕ. н: 
- О ‚ 0 Ə 
== — .... 一 —- 十 Е _ 
үзэ Эх J бу Әс 


К А. + JR, + ЕЕ, 
G) 形成 点 积 时 ,公式 中 分 量 的 顺序 规定 与 表达 式 9 有 中 
Уж К 的 顺序 -一样 , 即 六 的 "分 量 ЕЕЕ В 的 分 量 之 前 。 只 
НЕЕ ГТГ 


Ө 9 9 
К = — Е. + — R, + ~- R, 4-14 
v Өх ду 7” Oz ( ) 


ЕЕ, ШААКЕ ЯА ШЕК Ж ЈЕ 
Бе, рр, Ç К НЯ 
О Ә 


О 
Ё = 8. = + В. — +В, 一 
у Ох ” ду Өг 


等 等 ， 它 的 意义 就 不 确定 了 ， 之 所 以 爱 规定 顺序 ， 是 因为 在 矢量 
代数 的 点 积 公式 中 ,各 分 量 的 顺序 是 盛 关 紧 经 的 ,内 4.8, 一 BA。 
О 


С 5 НУРЕЛ: ЗА), 可 是 R, = 2 Е, МЕХН 


7 全 不 同 ,前 首 是 一 个 微分 算 于 ,后 者 是 R, Не, ІХ PZB 
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规定 一 种 顺序 ， 这 里 对 Vv - R 规定 的 顺序 是 үу М, В ТЕМ. 
іл А ХЕ. ЖАҢА КА ЛАНЫ Аа ЖЕН div R 3 
达 陈 ,否则 就 得 不 到 。 但 是 必须 明确 ,这 具 是 一 各 规定 ， 关 不 证 非 
at 3171, Е-Е HU R N feila Ra SI PP АЗА 
ПОС, АР КУНЫ АА S ЯН 286 ХҮНЭЙ 5. 
(4) 乘积 -Č R. бк, 0. к, upa Ч 
Ох Әз 


Оу 


ӘР, ӨВ, ÖR, 
Эг, Фу» саг (4-15) 
二 是 按照 上 面 对 了 FF*R МЕЈ, ТИЕ 
ӘР, ӘР, ØR, 
ҮК 5. + By +z (4-16) 
И К НБ divR, 上 看 所 列举 的 惑 是 对 у, R СХ 
定义 或 规定 . 我 们 再 一 次 强调 ; 只 和 R ААН yR 是 一 种 
定 交 向 不 是 矢量 代数 由 的 合法 运算 ， 
现在 让 我 们 来 根据 上 面 关 于 点 积 的 规定 ,看 一 看 R + y RE 
着 什么 .根据 第 (37 条 ,形成 点 积 时 ,公式 中 分 量 的 硕 序 应 和 表达 式 
R .YY 中 R 和 YY 的 顺序 一 样 (注意 ,这 只 是 一 种 规定 ), 即 及 的 
分 其 始终 放 在 V 的 分 量 之 及 ,我 们 得 到 
9 8 8 


R-y=R, S +R, -+R © 4-17 
ү ЖЕ 27 5; ( ) 


КИН, р МАР ЯП. 
ЕЕ ҒА АНЖИ, у жа К 的 叉 积 定 
ЖОЖ ЛЕШ: 
(1) 把 y 中 的 三 个 微分 符号 看 成 大量 的 分 量 ( 数 字 ), 从 形式 
上 进行 矢量 代数 运算 ， 
(2) КІЛ Жа ХЭЛ АННА k КІН W e ЖЫ; 
A = 4. + j4, + КА, 
В -18,--18, + kB, 


ШТА 
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Ах B — KAB, m 4.В,) + AB, ин 4,8.) 
ч ЕК 4,В,-- 4,В,) 
т 1 В.А, — B,A.) + 14,8,--8..4,) 
Ч-КСВ,А,-8,4,) 
来 形成 V 和 R 的 叉 积 ,这 里 : | 
В — iF, + jR, + kR, 
21.9 419. 9 
ү-і-- 5, + 35, + k 2: 
(3) ЖБЁ Х.ЗЯТЧ 220857 ЕЕ ЫБ v x R REA 
H у Яп R 的 磊 序 一 样 ， BH ç 的 “分野 始终 放 在 R 的 分 量 之 
前 。 在 此 条 件 下 ,我们 得 到 


-18 Ә | 12 9 | 
чі|- R.,— — R =- K. — — К, 
vx R |9 Әз ` ТЭ Dz Өх 


+k Ё R, — 2 R, 
дх Оу 


(4) ЗЕ 2. R, 等 规定 为 偏 导数 гүй 等 ,最 后 得 到 


ех i [| “+ [98 E] 
+ k гч 557 | (4-18) 
Хий ток, 


ШІ V X R = го 是 对 V x R = ХН, ЛЭХ 
学 上 的 运算 结果 ， 

根据 同样 的 定义 方式 ,尤其 是 关于 保持 矢量 分 量 顺 序 的 规定 ， 
我 们 得 到 R x v 的 定义 如 下 : 


. д Ө . 9 а 
Rxv-—i|R, gy -R gy) +3] В. 5; — R, 2ç| 


”1%6: 


0 О 
+ k| z, By 一 R, 5; (4-19) 


它 是 一 个 微分 算 符 。 注 意 , 这 完全 是 定义 的 结果 ,而 不 是 数学 上 的 
SERRER, 
将 定义 了 的 算 符 C(a 7)《 风 式 (4-17)) 应 用 到 西数 ff 上 ,我 
们 得 到 
ӨЁ âf ӨР 
ta e yf == a, 9х баду 1450; (4-20) 
ХА Дра T 在 矢量 a Jim ЕҤ ЕҤ: ЯЕ Е ана. 
用 同样 的 方式 得 到 Vf 的 定义 如 下 : 
9 9 8 
ymi a л + k 元 
WL ЛЕРИ f PUSEEE FH агай), 

再 来 看 看 (аху). R ДЕНА. КЕИ, 
ХЕ K Br SMM РЕТІНЕ. Ca x v> R = a Сүх 
К), Ға M v x R 的 点 积 , 办 此 可 立即 写 出 

(a хү) К =a + (Ç x R) 


ӘК, ӘР, ӘК, ӘК, 
一 г. ду 一 ==) + хе 一 Эг.) 


дк, ÔR, 
+ (ғ т эу) 
БОЗ,ВИПЕЭКН ЭН. (ахуухК 的 定义 是 什么 . 由 式 C4.19) 
我 们 知道 


9 9 


(a > $). == маға тг ду 
9 

(а >< v), wm бас, “< үн 
Ə Ә 

(а >< $). хэн ay шин 4 9% 


НЕЕ ИЫ ХА, а. у, К 各 分 量 的 次 序 保 持 不 
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(ax Q) x R — Ках җ),К,-—(а x үу. п 
+ Ках V),R, — Ca x w). 813 
+ Ках), А, — (a x V), K,]k 

=i fa ӘБ, IR, ƏR, әк, | 


“Ох "дв "ду ?Ox 


r ðz 7 44 бу 7 46) | Og 


Хе (аху) х R 的 定义 . 
ЖҮЛ Таш АЛД ИХ 的 意义 ,由 于 已 经 定义 
үа = grada, V .а = diya, уха = rota, 于 是 规定 下 列表 达 


т RJ ж Ж.А: 
(Va) f = prada ° f (4-22) 
(Ç - a)f = (diva )Ё (4-23) 
(V x a) = f = (rota) • f (4-24) 
(уха) x f = (rota) x f (4-25) 
(үс) X f = grada >x f (4-26) 
(ух а} = (гога) (4-27) 


它们 的 特点 是 У RAIES ИОРАН, 这 样 的 规定 古人 很 关 然 
肘 ， 忆 从 号 运算 法 没有 什么 联系 。 玉 文中 我 们 将 公 看 到 ， 正 是 式 
(4.22) 04.27 ВЖЖНЛЖМ 这 个 符 守 时 符号 运算 法 不 能 始 
НИЛ. 

ГН 1155 № НОЕ МПА ХЗ ZEE 118, 

表 1 中 的 符号 和 它们 的 定 你 都 是 在 矢量 分 析 发 展 过 程 中 引入 
的 ;它们 现在 已 为 全 志 界 所 公认 ， 因 此 ,运用 这 些 符号 时 我 们 必须 
按 中 国 一 列 的 定义 来 理解 ， 这些 符号 的 定义 与 下 文中 所 讨论 的 符 
号 的 运算 法 并 无 二 接 联 系 。 


+ 188. 


Жі y HARMEN 


符号 Е Ж 为 等 十 
vt i тур tk оГ ргай) 
5 DR | 
уе: 5, + у = divf 
,ГӘВ, - 2531 | 38; - 28, | 
| ду Bz ЫГ, sE- Әх 
гот 
18:27 ЕТІ 
R 在 a 方向 上 的 导 
Жав а ВУ 
288, Әк, Ба 88, ЭХЭ) 
ва 7 ЕРЕ y — -rim 
(a x о) - К ду 9 dz Or a М кос МАН 
+ ÔR, ОЕ, 
"Хёх ду 
BR, ÖR, Әк, ОК 
1 |а, Ох 84 25 ий Оу + бу ах | 
г. ӘК, ав, 3R, ÖR, 
(ахуух К т} Бел Gr 709602 + 8855 | ж — ЖЕ 
ÂR ОК ӘЖ, ôR, 
а k| a= 了 — egy — а, Эх + 99-52. | 
(va) - f чо БЕНЯ grade + Ё 
(у-а) с.а ЫЈ # (diva)f 
(р ха): # уха Ч РЕЈА гота +: f 
(063) ЖЕ та 53 Л ХН отаба f 
(Сү x a) > ї хал ЕУ tota >x Ё 
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422 у 看 成 是 微分 算 符 的 组 合 (第 二 定义 方式 或 Wilson 定义 
HET) 


在 这 种 定义 方式 中 六 不 是 看 成 一 个 形式 僚 量 , 而 是 看 成 一 组 
5 i,j,k Бетен онки 
O 


= 1 — — + k — 
у ШЕР tigt 3, 


MERLE, =Z 5143 ХХ ХЖ-Ї1Ї НЫ, 2 5-- 
矢量 的 点 积 和 叉 积 的 定义 与 第 一 和 方式 不 同 ， 不 过 定义 结果 是 一 
样 的 。 我 们 应 该 预料 到 这 一 点 ,因为 同一 符号 应 玫 示 同一 意 艾 , 否 
则 不 同 的 意义 就 要 用 不 间 的 符号 表示 了 ， 

EA v R ХМ. 

在 第 二 种 定义 方式 由，YV * R 的 定义 如 下 。 

(1) 2 УВ 写成 展开 了 的 形式 ， 


9 8 8 
R = (i 2 ð Lk 2). R 
у E tiz Өв 


(2) 规定 分 配 律 仍 然 适 用 ,从 而 得 出 


。 9 Ə 
‚В -у—. В+ Е—.К 
3 By Өв 


УК = 2 
ERME, ЙЕ Au EC ЖЕ!) 


(Etið +k? 2). R 


可 写成 
29 а 9. 
G -2 К--і- R+k.- R) 
(3) 定义 
„в —;. ЭК 
Х Өх 


也 就 是 定义 符号 组 合 .的 意义 为 “эг 必须 指出 ， 符 号 组 合 
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2. ‚ 在 数学 上 是 没有 意义 的 ,因为 点 积 指 的 是 两 个 矢量 之 间 的 -- 
种 运算 ,而 不 是 对 一 个 矢量 的 单独 运算 ， 因 此 ,*f 是 没有 意义 的 ， 
从 而 2-4 也 没有 意义 ， жу 2. = . 2 只 是 对 符号 组 合 
由 予 一 定 的 意义 ,因为 六 表示 矢量 R 的 偏 导数 〔《 仍 是 矢量 ) 和 和 


可 能 的 另 一 矢量 (有 的 话 ) 进 行 点 积 的 符号 ， 当 然 ， 这 要 在 点 积 符 
号 之 及 另 有 一 天 量 才 行 。 如 果 在 点 积 符号 之 前 的 不 是 巡 一 天 其 而 


是 一 个 标量 函数 ,那么 即使 定义 2 R — . 5 ,也 没有 任何 实 
际 意义 ,因为 矢量 函数 不 能 和 有 标量 函数 进行 点 积 运算 ， 但 是 ,在 我 
们 的 表达 式 中 ,点 积 号 之 前 是 单位 矢量 i 这 样 ,将 2-8 Ех 


为 ， 之 后 就 可 和 i 进行 点 积 而 得 出 数学 上 有 意义 的 结果 ， 


按照 上 述 定 义 ,我 们 得 到 
oR |, әв 
Әх Әу Ох 

下 面 来 进行 矢量 代数 及 分 析 中 的 人 台 法 运算 ， 由 于 在 EKRE, 由 
KEDRA., 


ie ÔR a 6 (i. R) К. 
Ох Өх 


Y R =i» 


Ох 
ІНЕ 
‚ OR ӘК, ӘК ОЕ, 
У ду 7 ду? 77 927 да 
从 而 


9 ƏR, ÖR Әк, 
УК” gx T 6 Г: 


与 第 一 定义 方式 的 结果 一 样 ， 
对 于 第 二 种 定义 方式 ,关键 的 一 点 是 定义 i 20. Ра. SË. 
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它 不 是 数学 上 的 合法 运算 ,而 只 是 对 i К f 音义 的 定义 。 


x 


用 同样 的 方式 我 们 定义 v x R 如下， 
(1》 写 出 
x R = (12 29 к СіхЕ 
у а, lay | Эс, 
(2) EM 
. а . © 2.) . © . д 
уе +k 2)xR= i xR+ р ©- 
(2 tig + O z ` 9: * ву 
XR+k xR 
Өв 
(3) жх 
12 хв-іх 2512 хв. ух 9R 
Эх Әх Әу Оу 
к 9 хв-кх 28 
2 Оз 


24:46:41: 2 x = х 2 Ешуа. 


г 


(4) 进行 变换 ,得 
. OR . ОК ОК 
хЁ-1ї1Х--1Хх77-ЕЁХГ-- 
v i Әх ) бу Өг 


Ө Дд Ü с: 9 
= — (ix R) +  —- х R)+ — (k x R 
Өх G ) бу É ) Ba \ ) 
— (Ер, — jR,) + © GR, — kR 
225 y J :) Әу (1 я =) 


+ 9 (jR, —iR,) 
Dz 


Әу Оз Әс Әх 
ƏR, ЭК, 
+k í Gx 0y ) 
== ГОЁ 


10) 


与 第 一 定义 方式 的 结果 一 样 ， 
FEE, Бх ү 的 定义 如 下 : 


‚ө са 8 | 
R = R ~ ә F 2 -35 
хү-Ёх (i2 ur tk 2) (展开 式 形式 ) 
= i © ‚ Ө ƏN с. 
(кхі2 “вх +R x k2) 6-2, 
=: Ор 9. š 9 _ д. 
(к, 2---8, о) Қа. 20-08, 2. 
а 9 и 
+ k (R, сийн =) Са) 
== т (ҮНЭЭ) 
与 第 一 定 光 方式 的 结果 一 样 。 
ІНІ р 
ха 
— (а- i2 +а. jŠ +a . k юэГ: (定义 】 
_[„ ? o 9. = PY 
Br ау 19 г) в Се) 
ƏR в, ƏR ЯМ 
“+ Ох ын "ду ын "Өв Сия) 


与 第 一 定义 方式 的 结果 一 样 ， 
容易 痊 下 , 按 第 二 定义 方式 定义 (ахх): В 和 (a х үух 
R 所 得 到 的 结果 ,与 按 第 一 定义 方式 所 得 的 结果 完全 一 致 。 


р. 
- ді. ðf өр 
vf = 1 + j — By + k 22 
由 此 可 了 蕊 得 出 结论 : ТЕ Н АВ АН, МБА Ем 
方式 所 得 结果 是 完全 一 样 的 。 类 种 定义 方式 的 差别 权 在 于 ， 晨 殷 


Y 看 万 一 个 符 与 天 量 并 上 天 明代 数 公 式 进行 形式 上 的 运算 ， 还 是 
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把 ç 看 成 一 个 算 符 的 组 合并 规定 徽 分 算 符 与 点 【《 叉 ) 积 的 顺序 可 
БЕЗ. 

以 后 我 们 将 看 到 ,在 曲线 坐标 系 中 ,第 一 定 闵 方式 和 第 二 定义 
方式 所 得 结果 是 不 一 样 的 。 这 时 ,为 了 避免 意义 上 泥 请 ,我 们 只 能 
选取 一 种 定义 方式 ， 


4-3” 拉 普 拉 斯 算 子 的 定义 


Хи Эл р, ГЕН ЖЕ Е 
的 算 符 。 我 们 先 给 出 它 的 明确 定义 ， 然 后 再 讨论 它 和 矢量 分 析 的 


ЛА. 

РОС АА ЫЛ SL T НУВ НЯ ЕДЕ 

У’ = А 
在 直角 坐标 系 中 , 它 的 定义 是 : 
о: 0 о: 
Тюз А = — —_ — _ - 
y ar + ЭР" ан (4-28) 

ТЕ ЗЕЯ ВЕРЕ ФЕ ‚8 


4 
Мёр = Дф = —- 
ж 


ЕНЕ R 上 ,得 到 


ӨВ oR өн 

Іі 一 AR 一 72. 

үк Ох! ду? + Әз! 
现在 来 考察 一 下 УСА) 和 矢量 分 析 的 关系 。 我 们 证 明 ; fE 


再 在 标量 函数 上 时 ， 


Уф = div grado = V (үс) (4-29) 
МЕНЯ: 
Op | Ор , Ор 
的 一 二 一 十 -一 十 二 一 -30 
УФ — Sa ayi да (4-30) 
这 是 它 的 定义 ， 


男 一 方面 
194 • 


grado = ур = 9 РНЕ 
Әх Өу Ds 


div дгайр = V - (Ve) 


а Ён (grado), + 3, (grado), + 2 (grade), 


Ә 
= (22) 5 (00.2 as (5%) 
+22 Ор 
- 52+ да! 
与 (4-30) 相 比较 , 结 Багц" 
由 于 grad,div KE АЧА ЖЫЛАНЫ. [К] ШЕ =] А 
由 结论 说 : УСА) 是 一 个 与 具体 党 标 系 无 关 的 算 子 。 
出 于 在 矢量 分 析 中 ，gradR 和 УВ ТЕХ, НИЖЕ: 
VR = АК — div pradR 
但 是 ,在 并 天 分 析 中 ,由 于 агаа R 和 div grad R 都 有 明确 的 定 
X. A РАТ: 


(4-31) 


TR = АВ = div grad R 
关于 这 一 点 ,我们 留 在 并 矢 分 析 一 章 中 讨论 。 
现在 来 看 看 曲线 坐标 系 中 的 Ур, ҮК 表达 式 是 什么 。 
由 于 
Yp = diy grado 
ПЕЛЕ ЗЕН ААА А НА 
е, 9 е, Ә „ Әф 
т ды ТТ еті бы 7 нь 


di vF == 1. л.) + ЭГ. Г.Е.) 


gradp = Ур = 


L ,L ,L ; Он Ov 
«дамыу 
Ош 
1 дф 1 Оф 1 дф 
ч Е == — -- 一 М = — — Б, ===: — — di Е 
ч „ ди? L, Öv L, Bw S^ Fk #8 
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式 中 ,得 


div grado = Lebe 20. +L (заса 29) 


— 1! _ = ( 
ls, L, Өн ды L, Ov 


1 ГГ..Р., Әф 
ш! 


Өш N L, Өю 
最 后 得 在 正 交 曲线 坐标 系 中 
1 Ө гэн ЭР | 9 (262, ЭЭ 
iy = Аф = O (L.L, ОФ, O [bvia ОФ 
УФ M т, L, Он Өр L, Ор 
9 FLL, Әф 
---2 (2:5, ОФ 4-32 
Ом | L 57) 


НТ R =iK,+ ЈК, 十 ER， 将 R,, К,, В, КАЕ 
式 , 各 式 再 分 别 乘 以 i,j,k, НАД, 得 УВ 一 AR Жин АРА 
条 中 的 表达 式 为 


R 一 AR = 1 Ea (Зааж, 28) 4 9. Бы 28) 
Г.Ц1.,1.,1ди V L, ди ðv \ L, д» 
9 (= L >) 
+ -2 (2865. 05 4-33 
Ош N Ly Эн € ) 


现 信 我们 按 第 一 和 第 二 定义 方式 来 定义 表达 式 V-V W 
Ха, БХ 
9 8 8 


= ОЕ — 
V ! Әх ) By Әл 


УУ jz Өх Әу Әу Ох Оз 


0: Ә? 0: 
[LY “€ j е 
Әх? ду Әз! 

(用 公式 А.А = A,A, + 4,4, + A.A.) 


Da ов, ад 


— ee көкек . — — | 


按 第 二 定义 方式 ,得 
. д . ð 9 . 9 . 9 9 
= = [1 -一 -十 2--к21-(12- Z +k 2) 
үсү 9% y as/ \ Bx бу 98. 
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O 9 . Ө ‚ О 9 9 
==— 二 _ -1- 十 — № ua "Е- -Б 
\ Әх ЕТ E 3 Бу ШЕР A 
1 а. Ө О О . о =) 
= a .1 - — » ---4014 k + =... 
| Әх Әх Әх” Ө 1 а Әз 
21419019 4... 
Ох Ох 
_ & 


Ни Ч М, „ЛЕ АА ЖЕН, К Rh AEA, Aen] ТР 
у+ V = у? = À 
因为 在 矢量 代数 中 А.А TSR A, ЕЦ Ç = ç [рй х, 这 
就 是 为 什么 拉 普 拉 斯 算 子 用 УАҒЫНДА, 
下 面 列 品 几 个 常用 坐标 系 中 的 Ур 和 VR 表达 式 供 读者 查 
阅 用 .它们 不 难 通过 将 有 关上 碾 蚂 系数 代入 普遍 公式 向 被 推导 出 来 ， 
(1) ВЕЖУ А 
Ор , Ур у О? 
Ох! Әу: Әх 
ХЕ = Ува V:R ,) + V:R,k (4-34) 
(2) 圆柱 坐标 系 


ҮК = (viR, -5- 4 ОК. е, 


r? г? дф 
і 2 ОК 
+ (уо а. HE + (988,26. (4-35) 
(3) Қ 
ур СР 2 99 21 бр себ Ор 十 1 Оо 


Әт? r дг г 00 r? OB род Әф? 
2К 201860 2 ƏR 
iR = ір — 20, _ 4489 р — “ - 
У (ç й r? 2 80 


г? r 


2 ОК. ` ( : 2 ӨВ R 
— — Y IE 一 Е 十 TT 
risind Оф | V a г’ 09 гізіп 20 
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2с050 88. | 1 2 Яв 
гіп: Әф ° У rising Өф 
1 2 cos 8 з 
- R, + 一 一 一 一 一 一 二 |е 4-36 
200 C O riin Әф ° C ) 


44 У 算得 的 性 质 


现在 我 们 根据 уг Б,у x R, vi K (a. vR 的 定义 《两 
ЖЕМ ЗЫ НО ЕТУ ТР ЕШ. 

ЕЛІ ШЕ R AR В, + R, Ді 

У * (№ + R,) = v * R, + К, 
ух (R, + R,> = ç x R, + v x R, 
(a + v) XR, + R) = (а ЗВ, + (a + ФВ, 
VG + h) = УВ + Vi: 

ШЕЙН: АЯ 1 可 以 看 出 ;了 与 其 他 函数 的 结合 是 微分 运算 ,而 
和 的 导数 等 于 导数 之 和 ,由 此 得 证 . 

1,2 WRR R Ж ЮВ, 或 R, x R, ДІ 

У , RR, = ç + ( R,.R,) + V - RR,,) 
у: KR, x R,) = ç + (R,, ХВ, + ç - (R. x R.) 

(a - УВ, x В, ) = (a VR x К) + (а + VR, x R,,) 
v x (R, x R,) = ç x (R, ХВ) + ç x (R, x R.) 
Жан, Re Re К, 表示 В, R, R, 在 微分 时 (VW 是 微分 运 

МАН Ж. 

HSE Se YR BU ЭЕ, ЕЛГЕ УНАН УА 
WA БА ВУЗЕ I, gb Kik ТУЫНДЫ НАРЫ, ЖЕР-АНА U 
两 个 函数 中 的 一 个 视 为 常数 。 

证 明 ; ЗАЛА 1 的 证 明 一 样 ,因为 是 微分 运算 ,而 我 们 知道 
两 个 函数 乘积 的 导数 等 于 两 项 之 和 ， 在 每 一 项 中 一 个 浮 数 视 为 常 
ЧИН У НН РАМЕ ВИНО АН. 
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ХӨЛ ЕШ В Тт- хн К, ЮИ 
НИНЬ Дд ЗЕН Ж НЕ ЕН. 

例如 : 

СІ) grad(m + Фф) = убу + ф) = Vp + уф (4-37) 

(2) grad op) = (рф) = 9(ф.Ф) + У(фф, 

= ф.Уф + ф,Үф = фдгайф + фдтайф 
(4-38) 

ЖЕЛЕ ТЕН АЕ S ¿= BU ng FE JR, 

(3) 4ч(а +b)= ç (а +b)= v.a + үу * b 


= diva 十 divb (4-39) 
(4) тоа +b)= v x (а +b)= v Xa + ç x b 
= rota, + rotb (4-40) 


(5) div(ga) = V + (фа) = Ç * (фа) Ул Cpa.) 

= p V * a + a * үр 

== diva + а + grado (4-41) 
(6) тора) = V X (фа) = V X (p.a) + V X (фа, 

== Q. V í a — a, X Үр 

== prota — а X grado 

一 orota + grado X A (4-42) 


4-5 У 算 香 第 一 定义 方式 的 局 除 性 


我 们 注意 到 ,上 面 的 叙述 过 程 中 ， VY 是 在 直角 坐标 中 定义 的 ， 
因为 i，j，k 指 的 是 直角 坐标 系 中 沿 z, y, z 轴 正 方向 的 单位 


хоё S, 9, 9 指 的 是 对 直角 坐标 х,у, z ЖЕРЇЙ. м 
Әх Әу Og 


TESKE, 11-21 
gradf = Vi 
di R = v • R 
rotR = ç x R 
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MERTEK, ТЕЛЕ ЛЕН ААХ ЖАНА, gradi, divR, гос 是 
ШАЛ АН ЖЕУ Хн f E R ТЕҢ А, ҺЕ Н? 换 句 话 
іл, ОШ — МЕГЕ АЕК АШ ЙГЕ ЖАН, ЛИНОЛ 
НЕКЕ АХ КЕЗ» (ЕВ ХНУ М) 得 到 gradf， 
ФК, го ЖЛЕЗЯН ЖАЗАР ЯН А 552 

先 写 击 шай}, «УК, rotR ІРІҢ АЛА АННЫ ЗА 
С Д,55(3.110),53.1033Ж1(3.105)); 


е, ðf 
Л» УР + —= р 
Г би L, Ov L, Ow 


| 9 д 
diyR = - = L.L R.) + © (LLR, 
ñ L L, L. ди . ) 217 


--2. лээ 
Өд“ 


or- 1 la в а 
L, ,L L, Ән Әр Aw 


L,R, L,R, LOR 
AP, е,, е, е, ХЛ u, ғ, ААА ЕГЧ ПГ X E, Lu 
L,, L, ЕВА. 
从 gradf 的 表达 式 中 可 以 看 出 ,为 了 抬 它 表示 成 Уі, У 必须 
ЯЛ А; 
Ç = 


e де, 9 е, а 
L, Ән L. 991, Он) 
ЗАЛЕ ЗУ, МА ТЕ. 5 ВН САЛА ЖААН ШЛУ AEREN 
c= ° y e, д це, д (4-43) 


L, Әй L, ðv L, Әг 
按照 第 一 定义 方式 
е, Of е, Of е, Of 
L, Он + L, би + Ї., Ош 
这 里 用 的 是 矢量 代数 的 公式 ; 一 个 和 天 量 和 标量 的 滁 积 等 于 这 个 
PT BZ ОН 49) НЕНИЯ ДН. 


Ч 2100 +. 


= рга 


У} 一 


可 以 看 出 ，gradf 症 正 交 由 线 坐标 系 中 的 硝 可 以 表示 成 种 
f dq Vf, АЖ EE V BU 38 


y = 


L, Он L, Ор L. ди | 
ЗАЛЕ: ЖЖ ТЕЗ ВН ХААН ЕВЕ ХАН НУ Я ° R 
的 含义 ， 边 这 种 定义 方式 ,VY ' RR 的 定义 是 
e e e 
+e,R, + e,R,) 
_ 1 98,101 Әк, 1 ÖR, 


-я — = — 


L, ди L, д L, Әш 
ч ЛЗ ФУКЕ ЕЕЗ НАА АНЫН ТАН ЫЫ, "1 ИЛ 
ХЕ У NH E X BS 


v + R = div KR. 
也 斌 是 说 ， 如 果 按 第 一 方式 来 定义 VR, ВАДЕ НКА PR 
系 中 不 能 用 VR 来 表示 di R, 同样 可 以 看 出 ， 如 果 按 第 一 方 
AXE Ç x R, И 


| е, е, е, 
1 | & 1 
ыы (1206 L, bw 
В, R, К. 
与 хо 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 相 比 , 可 见 按 第 一 方式 所 
ЗЕ УН) 
v x R = гои 


EREI, ШЕ Ж—— X P АНУ Ç X R, PATEH 2 
坐标 系 中 不 能 用 у ХК 来 表示 rotR. 

由 此 我 们 可 得 到 下 列 结论 : 在 正 交 曲线 坐标 系 中 ， 按 第 一 定 
XAA, шай "ПАКЕТ У Я РАЕН divR 和 rotR 
ВЕ КЕЕ А-у К АЕ Я, 

日 前 ;由 于 公认 VY R М VX R ЖЕСЕ ХИА Ж 

520: 


ЖУК 和 rR, ЧАЕМ АЕ ТЕЖ, Жи, 
Хд Ba EE, 


46 У ВЕ СЕМ Л N AE1E22 FH АА 
标 系 中 的 通用 性 


Љ ЕЕ ЈА ЯН, ERARE ДН КЛЕИ 
的 ?能 使 VAV В 和 YXR 按 第 一 定义 方式 分 别 等 于 агаа, 
ау 和 和 гоё, 

现在 髓 来 看 一 在， 是 下 存在 一 个 统一 的 立 能 按 第 二 定义 方式 
得 到 үр = агай], ç - R = 4 К.ЛЛ ç x R = :о В? 

仍 从 gradi 的 表达 式 人 手 。 由 于 


е, 0} е, of е, Öf 
di = — = — 一 — 一 上 
gradj L, бит д» "Т, Өш 
Ait Y UARA FIER: 
v = е, 2, е, Ө е 2 o 


L, Ox L, ðv L, д 


现在 按照 第 二 定义 方式 来 定义 Ç + R. 
(1) 首先 写 出 立 的 展开 形式 ; 


е. 2 
L, Ош 


е, 9 е, Q 
= о 9 
N L, Оо L, Ow 
(2) ЕМ 
/ 
+ R == е. a е, O 
y (1254 T 1, Өг 
е, ə А е, 
L, Он u L, Әр 
а 
+ ё 9,р 
L, Ow 
(定义 分 配 律 成 立 ) 
(3) 定义 


2404" 


+ °=. 2-\ . В 
L, Q: 


m — 


e, , ӘК | е, DR е, 
L, Әди L, Әр L, Ow 


(定义 2-.жоах». 2. } 


这 就 是 按 第 二 定义 方式 VR 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 ® Ж. [Fl 
题 在 于 它 等 不 等 于 ЧУК; 回答 是 肯定 的 ， 即 按 第 二 定义 方式 定 
MRI ç . R = ЖУК, 

为 了 证 朋 这 一 点 ,需要 进行 一 些 变 换 。 因 为 


v |+ R = 


ОК = Ө (Re, -1- Re, + R;e,) 
Он Он 
ƏR де ОК бе 
== — „t K, — —— , + R, —— 
Он ° Он ди ° ди 


ОК де 
+ “=e, + К, к 
Он Он 


Pr АЖ ta 2 ХЭ ЭХЛЭХ ИА 3-85), (3-86 91 (3-87)) 代入 上 
Doft 


一 .一 一 所 一 


е, .BR_ 1 08, . R, ƏL, , Ж, ƏL, 


L, Ән L, би L.L, ð LL, д 
| (4-45) 
用 同样 方法 可 得 : 
е, ӘН 1 Әв, R, 01.0 В, ÔL, 


L, Orv L, Rv L L, ди L L, Ow 
(4-46) 
Er , ƏR 2-4 ОК, + К, 2250 OR, ЭГ. 


—  D—_—o<saa>nƏ,'- гании _— ——ə nn 


L, Ош L, дю LL, ди L L, дь 


(4-47) 
18:53(4-457,(4-46),(4-47Э8 Л ,最 后 得 


y- R=- Rq 1 ӨК, 1 ӘК, 


L, Он L, Өс L, до 


1 ОҒ 1 ƏL 
| в, ”一 上 5-4) 
+ L,L, Он L L, би 


有 


+ 20$ + 


AL, аш L L, Ош 
现在 将 div R 的 表达 式 也 进行 一 些 变换 。 
加 为 
了 елеме 4% 
L L L, Он 
2 L,L, OR, , Е.В, OL, Р.Е, OL, 
L L L, Эн L, ,L L, Qu L,L L, Ән 
— 1 OR, К. ОГ, | К, Ді, 
L, Өш L.L, Он L L, Ән 
RJ ЕЁ 
—— 2. (L,L,R,) 
LL L, Өв» 
1 д, 8, ÔL, В, ÔL, 
L, Or L L, Ор L L, Or 
É 
_— 1 o (CLL, Ra) 
L L L, Өш 


L , Оло Ly Ош L... L, Qw 
将 以 上 三 式 相 训 , 得 
div Р == dl OR, + l ӨК, -F 1 ОК» 


L ÔR, | Ж, OL, В, OL, 


L, би L, Өр L, Ow 
1 ДІ. | OL, 

ӨМНӨ алы 
LL, Он L, L, Ән 


+ Rà 81622401.) 
LL, Ov L. L, би 


+a (L 9) 
T. L. Ош LL, О 


它们 与 УК 的 表达 式 完 全 一 样 ， 所 以 按 党 二 方式 定义 的 立民 
p 204, 


在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 仍然 等 于 dR, #8—T v+ R 按 第 二 定 
义 方 武 所得 的 表达 式 (4-44), "ПАША ЕЗІНЕ үг ж 
ХА АҒ 


e, 0 е, , 9 e, 0 


L, Өв L, д L, д 

因此 我 们 也 可 以 用 一 个 单一 的 符号 来 表示 ，。 ТТ К fE 
用 后 得 到 diyR。 考 虑 到 历史 上 它 是 VY 点 胰 的 定义 方式 , 由 此 C. 
T. Та 建议 用 处 符号 来 表示 它 ”， ЛС, 


即 
ХУ = W ° 
мэн үс 应 该 按 第 二 定义 方式 来 理解 ， 换 名 话说 , 算 于 立定 义 为 
= ё. O рё. д Ten .也 - 
У L, Он u L, до М L, деше (4-48) 
在 这 个 定义 之 下 ， 


МК = ак = у 只 (BIETA) 
Е 18 НЕКИЕ МЛ АВЕ үх R {Жл М. 
(1) НЕБУ: 


即 定义 х 等 的 含义 为 X 2. 

Qu Ән 
нні, ЭРХ АНУ ү х К ТЕШ ЗЕН ЧЕЙ АН Ета 
гогЁ? HABERE. EHH ESIE үе R = divR 的 完全 


4205, 


一 样 ,这 里 就 未 再 重复 了 。 由 此 可 见 , 在 正 交 曲线 坐标 系 中 , Ж 
ZARE y x R Ж? го, 

各 ү,Ё 的 情 沈 一 样 ,实际 上 我 们 是 把 号 Xx 定义 成 了 一 个 
БОГ 


Ә е O д 
Ми. д ” 2. 4 r х 4-49 
L, Өн L, х а; L , Эм ` 


м, ВИПЯИЫН— 2188-0115 ЖТА АР. 2518 i 
历史 上 它 是 ух ЖЕ S ACE ЛЕ ЗАН) БАЙ, С. 
T. Таг"! АУУ ЕЖА TAT ИЖ ЕВЕ АЕ Г, Bi 


w = Ç x 
ZE ух у оОЕУЛАЖНИ, НЕЙ, SK SIE X Ж 
ях 2 p 0 L se 09 (4-50) 


L, Ән L, бо 
在 这 个 定义 之 下 ， 
FR = rotR = ç x R (B EXA) 
显然 , 按 第 二 定义 方式 


A b= fa (2 2 + ге > s= орь 
цаг L, Он L, Оо L, Ою 
“Яв. 
L 


а, Ob 2. ob » Ob 
Г. ди + L, Өө 9 
ЧЭ 63-116)563-0248, 
AEZ ЗП <> 
e, О е, Ә е 9 
ыб» L. д» ”了 Әш 
неу 12.21 9 1.2 2 1,9 
并 定义 ЖЕ? “或 二 x JS Ў — L. ` ды 或 L би? 
ие инея 
үу = grad f 
үл R = divR 
Ç x R — rotR 


(а, У = Ь 在 a ЛЕШ ЕЖЕ a БИЕН, 
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ЖБ. ТЕН А ЕН — = ХУАНДЕ М ВНЕ АЛА 
标 系 中 第 二 定义 方式 的 定义 结果 是 一 样 的 ， 这 就 是 第 二 定 习 方式 
КЕ ФЕ, SE C ЛЧ РН РЕНА А, ВАЕ 
ЖНЖ, П EAHA, Е НА ЕН Vf 一 
gradf, Y- R = divR, ç x R = rotR, GEE% НАВАТ Ц 
Уј = gradf, үг R = divR ç x R = rotR, 因此 第 一 定义 方式 
АЛҒАН А. ЖИЕН АА АН, НЕМЕН 
第 坐标 系 中 不 一 样 ,因此 虽然 从 数学 上 来 说 没有 什么 不 对 的 地 方 ， 
但 是 由 于 意义 上 的 不 一 致 , 故 设 有 实用 价值 ， 


4-7 у АНК 


КУТЕН, У НАЕ НИЕ ХЕ КВА Е 
算法 是 不 可 能 的 。 那么 ,这 个 算 符 有 什么 用 处 呢 ? 我 们 认为 ,Y 算 
和 最 主要 的 用 途 是 ， 可 以 方便 地 记忆 或 写 出 gradj, divR, го К 
Ж (а, yb 等 在 直角 泽 标 系 或 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 也 
WER., Е-Е Же ПАННО К RAE 

-19-419. 9. 
N "Эх + 35, +k Оз 
ЭЛХАВС НЭ: РСЯ, ХНА НИЕ 
ІН gradf, div В, rot В 和 (a + У 的 表达 式 .， 


例如 , 将 标量 函数 J 和 名 分 量 i2 aE pk E ІНЕ 


行 标量 积 《VW 的 分 量 放 在 前 面 》; 就 能 得 到 


=i? 4191 ны Ё 
vi ‘gx a Әз 


这 就 是 gradj ЖЕНА ЖАНУ YK YK, 
ЖЕЖ R AVET КАН” Сү 放 在 前 面 ) 并 利用 矢量 
代数 中 关于 点 积 的 公式 
A -B = А,В, + А,В, + А,В, 
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BARETT EJ 
ӨК, ӨК, ОК, 
v. R = Ox + Oy + Оз 
这 就 是 div R 在 豆角 举 标 系 吕 的 夜 达 陈 。 
RREA К МУЗЫКІ СУ 放 在 前 面 ) 并 利用 矢量 代 
数 中 关于 及 积 的 公式 


1 1 k 
À x B=| А, 4, 4, 
В, В, В, 
就 能 得 到 
1 ] k 
v x R = 9. о о 
Ох ду ба 
R, К, К, 
= 1 Әк, _ ôR) : ОК, 一 2%) 
Ч 9 “Өв. k . Oz Ох 
ðR, ОЕ. ) 
+k ( 9х Әу 
这 就 是 rot В {ЕЙ ЯЛ НЯН А, 
уу = а 0. 9 9. 
(a + V) a, 2. та, Gy + а, = 
PREAH В, 45 
ОВ ОВ ЭВ 


人 
хд В 在 а ДН БЕН а 的 幅 值 在 直角 坐标 系 中 的 
REA. 

Е] И, ЭН ААУ ЗКЕН gradj, divR, rot R ЖІ (ба R 等 
EEA i А АУ ХИЛ Ж Fay y НАЧ. SERES А 
= Vh ҮК, ух Ж (а yb 等 能 得 到 三 泛 应 用 的 原因 ， 
мА, 符号 gradf, div R 和 ror R ЗНА, РЕЗ 
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(RIR АСЫ E M AERTS АЕ я ШИНЕ ШОХ ЭРДЭС ИН 
ЁОЛ ЈАК ач, HU АНД, IEE V ЙТ НУ USA, 
这 里 我 们 还 要 绸 次 强调 ,根据 定义 
a-V= у.а 


а x V = уха 


这 完 企 是 定义 的 结果 A Z, +S НИКИ. 
ЕН Vf, div R, rot R Ж (a + yb 等 在 正 交 曲线 坐标 
系 中 的 和 未 达 式 ,只 项 记 住 


将 相应 表达 式 展 开 , 并 交换 ды" .”,“X? 的 位 置 就 行 了 。 例 


И, 
_ °, ОР, е. Of | е, Of 

У! L. ды ` L. gy ды 
ДАБ Н: grad f ПЕРЕН АЙК ЖІП ВЭЭ УУХ, 
XUN 

R=& 9 рое 0 рц д. 
v L, Он + L, Ор u L, Ow 
e , ОК, e ОН e, ОҚ 


L, Фи L, Әп L, Өш 
这 就 是 div R TEHER RARAN. H 
v x R = е. 9 x В+ 9 x R+ “ XR 
L, Он L, Әх » Ог 
= “ч х ӨК e, х ƏR | e, х DR 
1, Ән L, Өв Ї., Ош 


ЗОЛ: rot R 和 在 正 交 则 级 坐标 系 中 的 表达 式 ， 最 后 


2 Ь а. ОБ 
А b 一 Ou ob -+ 2, ob + — 一 一 
кы тт 097712 әш 


这 就 是 b 在 a 方 摧 上 的 导数 乘 以 a 的 幅 值 在 正 交 邮 线 坐标 系 
中 的 表达 式 . 


а] M, ЖҮР ЛЕ РЇ Z8 82 $R ЖОЕ ЛЕЛЕ ЗЕ НН БАЕК Н, ЈНА Л 
部 可 以 很 方便 地 写 出 УР div К, rot R М (a - у)Ь М 
x. 


4-8 符号 运算 法 的 定义 


在 绪论 中 我 们 已 经 对 符号 运算 法 作 过 一 些 简 要 的 说 明和 历史 
回 申 。 从 这 一 五 开始 我 们 将 认真 研究 并 提出 解决 符号 运 引 共同 题 
АМЕН зо Р, 

首先 要 明确 符号 运算 法 究竟 指 的 是 什 公 . 

侍 酝 运算 法 据 的 是 用 天 晤 代数 规则 或 公式 对 和 天 量 复 合议 数 进 
行 变 换 的 方 突 ;变换 过 程 中 的 每 一 步 结 果 , 几 符号 的 规定 意义 来 解 
粒 都 应 该 是 正确 的 ( 即 等 于 上 一 步 和 下 一 步 ). 

下 面 我 们 来 举例 说 明 这 个 方法 。 和 假定 我 们 想 对 矢量 复合 范 数 
«“ЕХН) 进行 变换 ,使 之 等 于 茶 些 矢量 函数 (如 Е, H, гоЁ, 
rotH) 的 组 合 ， 即 想 通 过 矢量 代数 公式 对 div{E x H) 进行 变 
换 , 以 获得 公式 

di (E x ЧН) = Н: ги — Е + rotH 
在 这 个 例子 中 ,等 式 右边 的 结果 是 已 知 的 (在 很 多 情况 下 并 不 知道 
НЯ), 

第 一 步 ; 先 将 div(E x H) 表示 为 у. (E x H), д 
是 豪 无 问题 的 ,因为 按照 Ç (Е x H) 的 定义 , 它 就 是 div( E х 
H). 

第 二 步 ; Юуг (E x H) 的 性 质 , 将 它 分 成 两 项 之 和 ， 即 

У-(ЕХН)-У «Е,ХН)--уү”(ЕХНҢ,) (4-51) 

这 里 Е, Н, ЖИА ҚЫЛА АНЫ Ж. УВЕ 

确 的 ,因为 很 据 4-4 ПЕ ШЕНЕУ 2, Э1 УА ГЖ 

ЕРЭН БА, 2 Балк н И Ч, Н.Ж — 
80:53 ҮН У-- КРАСЕ ЖАН Ж. 

第 三 步 ， 对 式 (4-51) 右 边 的 每 一 项 应 用 矢量 代数 公式 进行 变 


a 210 = 


换 。 所 用 的 公式 是 

А.-ВхСу-ВБ-(СхА)-С-.-(АхВу--8В», 
(A x C) 等 等 ,对 v (E, x H) 应 用 公式 

A +. (B x С) = —B . (A x С) 
"ЖЕНЕ 

V. (E, x H) = —Е. + (ç x H) 
对 Ç - (E xH) 应 用 公式 

À + (B x C5 = C + (À x В) 
可 把 它 号 成 

y. (Е x H,> = H, (ух Е) 
这 样 ， - (E x H) 就 可 写成 

үгсСЕХН)-Н (Сүх E> — E, «(y X Н) 

由 于 H, 和 E, 都 是 微分 时 视 为 常数 的 函数 ,不 受 Y 作 用 ,而 且 我 
们 约定 : АЖ ТУ ДЗ, -4 ХХ V F. ХЕ, Н, + 
(v x EF) — E, . (ç x H) 就 可 写成 

H . (ç x E) Е. (ç x H) 
这 里 很 重要 的 一 点 就 是 我 们 规定 了 马上 只 作用 于 它 后 面 的 族 数 ， 否 
虽 视 为 常数 的 脚注 就 不 能 党 去 了 ， 

最 后 , 因 y x ÉE rE, ç x H = rotH， 于 是 
div( Ë x H) = ух. (E x H) 
= Н. (ç x Е) Е. (v x Н) 
= H - то: Е — Е -roH 

REEERE ANHA. 

АН г. арив], 由 于 用 了 公式 А (B х С) 
--8-(АхСу А-(ВхХС)-С.(АхВ), 我 们 将 
У. (Е. x H) ЖЖГ —E - (ç Xx H), # ү.-(СЁХН,) 变 成 
T H,( ° (ç ХЕ), 

但 是 ,根据 符号 运算 法 定义 ,我 们 也 可 以 用 矢量 代数 公式 的 其 
他 形式 来 进行 变换 而 期 望 得 到 正确 的 结果 ， 因 为 我 们 泌 有 建 由 所 
选择 公式 的 基 些 形式 而 不 选用 公式 的 其 他 一 些 形式 、 在 事先 不 类 
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ЖЕ ҮЭ ИН ОО К, АТЕНЕ, 

ПКА, ДНО ИА т А (Вх Ён = Ë - (Ç x A) д 
— 654, А У (E, ХН) асах J ‚(Н ху), Ш, 
ү, (E, x H> = É, - (H ху), 23725 DR, Е AAE 
АРНЕ, ARE, MAAT RTT JL ЧЕНЕ ni 
Zi AE TA, a e ован, ЗЕРНА. < T mi 
ФАГ ЕБІН КУГ- ЕЕ; 

ЖЕН ПЕРУ Я А АТА в МАЈНЕ г, MRE 
Қада @ УЫНАН, АК ЧЇ ЧЕ S Е 
HIAR, 

证 明 : WENTE Е, ВОЕН ARERR AAA Ж 
RREI EHARA Т. ГАРТ 
РЕКИ. РНР НЮ, T. 

дж 41401 R), БУЛ эг VOR) Ж 
нА 

А. (В) = (АР B = СА). В 
我 们 可 以 招 үг ОВ) 写成 
У + (К) == (УР R = (fv) + R 


IN А АЛЕН А] ЖИЫ S MU quyu yE, (УР. R = gradj » 
R, (fç) ,只 ЖЖ ЯК ДЖ, Ат 
(Ур - R — gradf - R 
– (і ЭГ зако). 
©. Өх бу Оз 
291 9} Of _ 
Эх R, + ду R, + Эв к, (4-52) 
9 у. 9 
(fç) - К POR, +k): R 
ОК ƏR 


r +42 + s (4-53) 


шіт Әх Әз 
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| 216249, OCR) ӨСЕ 
Ү“(Н)---22---- a t-o 


ОК, ОК, ОК, R 81 
=i pr цайг 51%; 555%, 
о) Ө} 
+ К, бу + К, д 


显然 不 等 于 上 列 式 (4-52) 和 (4-53), 
Ш с Е, И 
У (К) = (ve) К = 0 
АЖ Ve = 0, ОЖ. ЖЕТЕ 
Я + (В) = (cç) R = су. В = cdivR 
Н Ж Х.Х, 

НКОК ГАЗАЛТУХ ХЭМ НҮД ЭМ 
式 进 行 变 换 ， 有 时 能 香 到 正确 绪 巢 而 有 时 却 得 不 到 正确 结果 这 个 
М», ЕТІ АЕ ІН, ТЕ НАА”, 符号 运算 法 是 不 可 
靠 的 ,应 该 选择 其 他 方法 ,例如 和 宰 用 张 量 分析 的 方法 来 变换 和 失重 郑 
数 。 这 当然 是 可 以 和 的， 但 是 放弃 了 一 种 简便 的 方法 。 田 一 些 人 由 
认为 ,只 划 变 换 时 多 加 小 心 , 就 可 以 得 到 正确 的 结果 。 可 是 他 们 并 
未 指明 怎样 才 算 小 心 ， 怎 样 又 算 不 小 心 ， 因 还 运算 时 仍然 没有 把 
握 。 我 们 的 种 解 是 ， 所 谓 小 心 指 的 是 选择 了 能 得 到 正确 结 采 的 矢 
ВЕРА, ПІРІН ЖАУЫН ДЕ Т ЖЫ ПЕНЕН 
RERA. НЕНИЯ S ЖЕТЕЛЕ, ЖИ, ЯВ 
A AFEN, Ж tE— Ria л F ,而 不 是 在 只 体例 于 上 上 证明 这 
个 准则 的 正确 性 。， 到 日 前 为 止 , 还 没有 有 这样 的 证 明 ， 


4-9 立 算 符 的 侍 号 运算 法 不 成 功 的 原因 


在 这 一 由 ,我 们 将 进一步 探讨 ,对 含有 VY 算 符 的 表达 式 用 舌 
量 代 数 公 去 进行 变换 为 什么 有 时 能 得 到 正确 的 结果 ， 有 了 时 却 得 到 
错 放 的 结果 。 上 只 有 秀清 了 原 内 ,才能 针对 具体 情况 采取 解决 办 法 ， 
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从 而 真正 解决 符号 运算 靶 中 存在 的 问题 . 
ЖИРЫ 9 (E, x H) 为 例 。 控 照 失 量 代数 公式 ， 它 可 以 
变换 成 两 种 形式 
一 上 .YXH) 或 了 -CHXYV) 
前 一 种 形式 是 正确 的 ,因为 它 等 于 үү! (E, x Н), іна 
定义 把 v (Е x H) Я-Ё - (ух HH) 展开 后 再 进行 比较 直接 
来 证 明 ， 后 一 神 形 式 是 销 的 ,因为 H x v а Тая, Е. СН 
Хү) 仍然 是 一 个 算 符 的 形式 ,不 是 数 , 所 以 不 可 能 等 于 v СЕ x 
Н), [Б] НЕШ ЇЕ? Ш, 对 V - (E, x Н) 按照 矢量 代数 公 
式 进 行 灰 换 或 形式 上 的 运算 ,总 基 可 以 的 ,没有 什么 限制 。 这 蚌 因 
HF VRR ЖЕ a 后 得 到 的 是 矢量 代数 中 有 音义 的 表达 式 
а, (E, x H)， 当 然 可 以 用 矢量 代数 公式 将 它 变 形 。 问 题 是 将 
9. (E, ХН) 按 和 拓 量 代数 公式 变形 后 它 是 否 还 等 于 原 式 。 我 们 
В], 
у, (E, x H) = —E, - (ç x Н) 
是 因为 左右 两 边 分 别 按 Ç - (E, x H) 定义 和 Е, - (ç x H> 中 
ҮХН 定义 再 点 乘 E 来 理解 是 相等 的 ,而 
У + (E, x H) = E, (Н х y) 
是 因为 严 边 规定 的 意 区 (一 个 数 ) 不 等 于 五 边 所 规定 的 意 浆 { 一 个 
算 符 ])。 由 此 可 见 , 对 于 每 一 步 变换 来 说 ， 下 一 步 是 否 等 于 上 一 步 
区 党 到 对 六 算 件 表达 式 欧 定 意 闪 的 限制 ， 而 含有 8 PAIS SE XK SON PJ 
EXEM- EJA- HARPO ЛА, SHENS 
ЗАН AJ yE 53115 ЕКЕНИН АНА. ПАН, AA 
ХЕ ЕР ДЕЛИК Е МЕНТ, НН Е, ЖЕ 
却 不 等 于 上 一 步 。 从 第 4-2 528 T ҮЛ ХХ АЈДЕ М 
中 我 们 可 以 明显 地 看 是 ,定义 的 主要 目的 在 于 能 表示 gradj, divR， 
rR 等 哨 数 ,根本 没有 涛 菩 到 符号 运算 法 图 要 求 ， 即 用 矢量 代数 
公式 变形 后 下 一 步 始 终 等 于 上 一 步 , 因 而 变换 结果 有 时 对 ,有 时 不 
对 就 显得 很 自然 了 。 我 们 把 上 面 的 结果 归纳 为 这 样 的 结论 过 去 
含有 对 算 符 表达 式 的 符号 运算 法 ， 不 能 始终 得 到 正确 结果 的 原因 
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ТЗ УНАА (Я ЗАУЫ XU 63 FR 31. 


4-10 BRI TES ES LTE H| EU E WS 
引信 人 新 符号 的 必要 性 


从 上 疗 的 结论 中 我 们 看 到 ,利用 现 有 入 算 和 伍 和 已 经 规定 的 含 
KRA VIJ ја ЛЕА), С. T. Та Ah BETSI 
入 新 的 得 号 表达 式 并 给 于 新 的 定义 中， 使 会 有 新 符号 的 表达 式 了 茎 
Ва gradi,div 民 ,rotR 等 函数 ， 又 能 请 足 符 号 运算 社 要 求 ， 即 
用 尖 量 代数 公式 进行 变换 后 ,每 一 步 结 果 按 新 的 定义 米 理 解 ,都 等 
于 上 一 步 的 意义 ， 而 在 最 后 ， 利 用 新 老 符号 之 阅 的 联系 ， 上 再 回 到 
gradf, divR,rotR РАА КЕК ЕЕ, АА ЗЕ ААТА, 

ШЕП ЗАН, AITES ДЕ T RRIT 55 18. Pa ua [B] Ell 
Hu N ҚЫНДЫ, а БИ ЭР, ХЕ ААЛА 
ЕЧ Е Је М РНС ВРЕ у +T 号 运算 法 ， 
БУЛЖ ТЕЛКЕ Л, НАУ, MEK B НУЛА LS T 
АЕ Tur, 

HR ILAIA ШУА VELIT и" 
ЯА НА ДЖ R АЕ, ХЭЭ ЛЕТ то 
ЖЕНЕ ЛАН ЕТТІМ”, КР F hr ie y ЛЕ DEBE RU И) 
用 矢量 代数 公式 进行 但 等 变换 而 始终 能 得 到 正确 的 结果 。 这 一 补 
УС MS IP, Л ГЭРЛЭВ D, ЦЭ ГЈ. 

ВЕЛЛ. А ГЖ, РАЕН Е КЕ 
Мың УНАН, ПАЯ v P f НУ 
А. С. Т. Та 建议 用 号 这 个 符号 来 表示 新 符号 ,而且 
2541 1% 58 

wÍ == VÍ == grad] 

x + R = vç - R = divR 
s x R = v x R = го 
(а, VOR = (a + v)R 
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Е а, Ж а Мр, RAERD, ЗБ u Pta АТЫ. 
ЗЕНА ТУ ТЭ Р Ч 524108, па. Рада 
HEERA T A УРУБ ЕЛ ЖАНЫ 1А, ІШІ» ЖЕ К ЖЕН 
将 看 到 
К.у е=К: у 
R x Ç = R x v 
可 是 矢量 代数 公式 要 求 
R . Ç = x + R. 
R x % = —% x R 
TREHI ЁК, УУ ОА k= Г У АЈА ЕЛ АЈА У, M 
АЛЕ ЕП , ea Ed ЛА Ч ЖЭ TK ЕМ AS E 
Та V RIS NZ ХАН. ЗАПАХ, SH 
乐 同 样 形式 的 表达 式 束 示 同 样 的 意 交 ， 那 么 从 ЕСИ 11 
БАЯҒЫ ЕУ АҒЫЗА 87:21:20 ну НЕП. 


4-1 ЁЁ» ХЕ УНУ А. 


从 上 一 节 的 内 容 可 以 看 出 ， 引 入 新 符号 对 建立 符号 运算 法 是 
DRR ЭЛ Ару Л ТЭЭ S SEM РУН Ж: 

(1) 328 18 0 IK А gradf, div R, rotR 等 现 有 的 
РА, ERE Аи Et | BB Ji УБУ R,v x R 等 形式 ， 

(2) МЕККА НИНУ КАТ А 换 ， 
ІП К-Т Б-р, 

如 杂 能 得 出 一 个 同时 注 足 以 上 尖 项 要 求 的 定义 来 ， 符 号 运算 
法 问题 也 就 基本 解决 了 。 

首先 找 丰 约定 ,这 个 洱 往 和 写 用 二 来 表 六 ,办 为 它 形式 上 和 很 
接近 ,这 栏 对 习 异 于 久 表 达 式 的 人 来 说 比较 容易 接受 ， 

ЕСЕМ ИЧ ЕДА ME? 我 们 可 以 从 经 下 天 量 分 
析 方 面 半 于 gradj, ША 和 rotR 的 表达 式 中 得 旭 启 发 ， 

由 第 二 章 天 其 分 析 我 们 知道 ,在 空间 的 一 固定 点 下 处 ,有 
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( 
п}45 ры " Ras 


gradj == Ыпі:5----, УЕ lm” -- — 
у» 0 F р--б 12 
| n x К/5 
rotR = Em- 
F >D ¥ 


A, $ EEA- P ARIMEA V ASRA, №5 的 面积 分 ,再 
ЖОЛАН V HRV — 0 ЕЕ, МЕШІТ ЫНЫ, wH V — 
0 HISE VAA EA P, m НАЛА л 48 E 5 (9 
FME 80-12 ФЕ R R. 

仔细 观察 -一 王 这 些 才 过 式 训 可 以 发 现 ， 用 单位 法 矢量 数 匀 j 
Л. РАХИТ 8 ЙЫЛ. РИБИ НИЯ У, HS 
V 一 0 „ЛТАВА РР ЛЬ Í £ P a, ДУЛЕ gradf. 

H, R ОВ E Ha ri ЕЕ n AR R НН, BRA 
ЖЕҢУ Рае, 向 R 的 旋 度 则 是 用 mn ХВ ERER 
4), Ё ДӨЛ НОМД 652, СО ҮЕЖЛЭ а R BJ (8 РР, 
n ЛП, В ÆA. WEW R КУАШ, 则 因为 R x nm = -—n x 
К, RURE 19081924 А ЖИП ЕД =. 

WH ЯР L Pay ДЕ AMER E n HA ERAR GG 55 {у 这 一 
ЖУ, WMT f БОД RU SE SY ЕЛА nf, Ah TRAR R ЕЕ 的 Fe 
БОЛН аг» R, Ч T Ska R ERER m x ВЕК x n, Ж 
后 是 统一 地 对 封闭 则 向 3 ВН БЕР ЖЕЙН V У — 0 这 一 
到 极限 的 过 程 ， 

01 RHR n ЛОН. НИНА „РЕЖЕ 
ВЫ Е АИГ Ух, gradf 就 等 于 у, іу А 就 
等 于 号 ， 民 ,rotR 就 等 于 了 XR sk. R XZ Л Л. ГІНЕ М. 


| п/45 
YF = m= == fy 
Р--0 1 
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| n x Rus 


T x R= ын 5-------4Ё x F 
Е» 0 ү 


这 里 要 指出 两 点 。 首 先 ， 我 们 定义 的 不 是 单 次 而 让 -一 个 整体 
肘 运算 过 程 。 其 次 在 这 个 定义 中 ， fH S ta s S: Et и iF BJ 
KEEA НАХ, ЕЕ nf 这 一 步 上 ; VARA "аян 
REEN, CRAE п. В 这 一 步 上 СКУ 也 一 样 ， 只 不 
是 nm. R RI К.п, НН); S x R 的确 包含 有 qa 
的 含意 , 它 表现 在 n xR 这 一 步 上 ,所 以 用 УГ 来 表示 gradf, 用 
S R 来 表示 dR URA У х Е 来 表示 rotR ЯН (fu 
хая, АЕ ЗЕ н ЗЕ) ЯЕ, ИХ А 
АШ КАНТ IR- ЖЭ ЕЕ уер у, 
v. R A v x R 定义 中 所 没有 的 ， 

Ур, УК V x R HEX, МЕ vVf,V R ш ç x R 
的 定义 来 更 复杂 得 和 多， 但 是 我 们 得 到 的 是 在 定义 中 只 有 数学 上 上 有 
严格 定义 ,便于 数学 推理 的 一 系列 运算 ,从 而 可 以 进行 数学 上 的 证 
ВЯ, Е vf, v -R 和 和 VV x R 的 定义 中 。 由 于 包含 了 进行 数学 
F SS Si О ка, ЖЕ ЯП Z ЗЕ унаж Ua АЙТЫН Т 


=. 一 的 定义 ， 下 很 难 进 行 数学 推理 和 实现 数学 证 明 . 


例如 对 符号 天 量 V = is + j2 + ийг 一 一 ш: Кїл ДЕ, 


ду 
Теў д ЕАН = Жэн îr, 外 ， 很 难 在 


A R LEERE ER LIUA, 对 于 将 2- . 定 


Ух. 2 来 说 ,情况 也 一 样 。 在 下 文中 读者 将 会 在 色 , 这 一 差别 
ER ERR, 

最 后 ,从 V R-=R. Y 的 书写 形式 来 看 ,我 们 可 以 把 号 看 
成 是 数学 上 的 变换 符号 , 即 它 和 R 的 点 鞠 类 示 把 函数 R. 变换 成 它 
КЕ, ЖЕК 写 在 它 左 面 还 是 右面 都 一 样 ， 但 是 ,严格 地 讲 , 我 
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们 不 能 抬 立 叫 作 算 符 ,因为 对 算 符 数学 上 有 个 约定 , 即 它 只 作用 于 
З ТРЕЯ) 5,384, 而 不 作用 于 位 于 它 辫 边 的 国 数 。 这 一 后 对 
R. 来 说 显然 是 不 能 满足 的 。 当 然 , НЕЖНАЯ, ща 
的 是 定义 本 身 而 不 是 给 它 以 什么 称呼 。 


412 T(V) 的 一 版 定义 


在 对 含有 台 的 表达 式 进 行 数学 探讨 之 前 ， 我 们 各 给 册 对 
ГСУ) УЖ: Е X CB С. Т. Ta ЖУ), 
在 天 年 代数 中 存在 着 各 种 不 同 的 所 谓 的 蒋 积 ,例如 ， 
ab.a -b,a х Б.с(а.Б),с(а x b), 
c x (a Xx b), (a x b)- (c x а) (4-54) 
等 等 ,所 有 这 些 表达 式 在 矢量 代数 中 部 有 了 弛 确 的 意义 ,这 里 标量 或 
XE а,а,.Б,с,с.а 等 都 假定 为 位 置 的 函数 并 认为 有 是 彼此 不 等 的 . 
Г КЕРДИ, 254-5401 РАЯ ЈАК АРА А ЈА 
А. аЬ 这 样 的 表达 式 不 是 矢量 表达 式 , 因 为 它 在 天 千代 数 中 没有 
意义 ,但 是 在 并 天 代数 中 它 却 是 一 个 基本 的 所 谓 并 舌 ‚А ЕЛИ ИЕ 
БАЯН 2 ЖЕМ. НТИ ЕКА. HRE 
还 式 在 下 一 章 中 分 析 ， 注 意 ， 式 (44-54) 中 的 所 有 表达 式 对 于 其 中 
了 时 一 个 男 数 来 说 都 是 线性 的 ， 即 才 将 一 个 图 数 换 成 两 个 函数 之 和 
ЗЕ ЖА, 00 
Ка + Ы) = Қа)--ҚЫ) 
Қса) = сКа) 
例如 ,如 果 c = c, + e,, ЖА, 
e + (a + b) = (e, + e). (a +b) 
== ©, - (a + b) + с; * (а + b) 
ХА 4 © = ce, М, 
(ес)) < (a + b) = elc • (а + b)] 
ЕГО Я Л, KERA HA у ЖЕ {Н СИНА, 第 一 
%) 
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ab = Һа 
asb — hea 
a x b= -bxa 
c- (a Xb)—= b. (c Xa)= а (Ь x cece). 
с X (a х Б) == (е • Ба — (e. аҘУЬ 
ШЕ. 85404-54) ЕЈ А 51251415 

ЖАҢАСЫ МАЗАҒЫ НЫ i E TI 

аУ,УсБ,а.У,У x b,a x `Z, 

сУ,.Ь.,сагсУУ, (Уу x Ь) 
тера теқ. ЗДАНИЕ Иа ОКК, Ж 
у” 为 符 与 天 好 除了 之 外 ， 符 与 发 达 式 中 一 定 还 有 或 是 标量 
或 是 矢量 的 其他 函 获 或 常数 。 例 如 <С7 X b) 中 含有 一 个 标量 、 
一 个 矢量 和 一 个 符号 矢量 ， 一 般 , 符 号 矢量 表达 式 用 TONER, 
或 者 ,更 庄 细 一 些 , 例 如 归 了 明确 好 指出 表达 式 中 所 含 函数 的 话 ， 那 


就 用 
Тее, А, Р ` -fnd 


来 表示 。 AERAR ме ВЕРА. ЖЕР Ха ЕЛІНЕ 2. 
对 ТО) EE_E KETE ДЕВУ, ЭРНЕС А БУ O 
E ait ЕМЕ M BJ k YK: N, 

精确 地 说 ,所 谓 线 性 ТОУ), 3Н БУУЖ ТСЗ) ЖЕ 
两 个 矢量 之 和 , 妈 аР, - czP СН а Че, Хи, Р, ЖР, 30 
ТЕЖ), 

Те P, + аР,) = ТСР) + eT P 
БР] ЕНЕ KAS НАД «Р 时 
ТСР) = GT (P y 

这 是 和 分 析 中 线性 函数 定 尽 不 一 栏 的 地 方 ， 但 是 和 泛 遂 分 析 中 线 
性 算 子 的 定义 是 一 致 和 的. 

现在 我 们 来 给 出 ТСУЭ ЗЕМ. ТСУНЕХ 26 


| Т(а)485 
T(V) 一 (4-55) 


y 
» 220 • 


қ Ч! 一 


AH 45 Jora EHDA МЕЛ д, И S МОК, И 
0 表示 下 ЕК РУН, m хєл 45 ЕНГІ 2 НУ РН br 
ЕСЕ. Тв) ГС) ШУ n ЖМҚ, RE T(V) 
BBT АЕ FL --0 0124 ЕЕ, ТЕЛ, ЖАРАНЫ 
些 线性 ТСО) 的 含意 ， 
例 1 试 说 明 ТС) = Ví BAR A Р ARRE, 
先 验 证 ТСУ) ЇЕ ЩТ 
ТСаР, + Pa) = (aP, + cP, 
== Р} 十 - оаР;) 
= aT (P> + с,ТЄР,) 
Ж TCV) = УЕ ARE, ВХ = 


1145 
ТС) = lim š 5 = gradf = є} 


HII u) HI, 
[уре ү} (4-56) 
另外 wa 
| jnds | nfds 
БУ = lim = 一 lim = == xÍ 
и. 0 и F— 0 и 


#]2 АРИЯ ТС) = V К ЕХ, Н кн, 
ЕШ ТО) 的 线性 : ІН 
T(=,P, + «,Р„) = eP, H PA R 
= a (P, В) + =,(P, + R) 
= ТОР) + TCP) 
Ж ТУ) = V R Уаш. НХ 


| п. Ras 


x + R = lim 一 divR = ç -R 


F > ü 
rR И, 
|7-В-у.В (4-56а) 


.2214 


另外 


| R .nds | n- Ras 
R - = lm: _ = Jim = 


үг» 区 F- 0 V 
= 7. В 
TE, V К-К. Y =divR =ç R 还 可 以 看 出 
У.К-Ё-с“«ч 


这 是 因为 R + ç = ç * R = divR = + R 
ЯЗ АМ ТУ) = УХ ЖЕ, 
МЕ ТУ) ИХ: 由 于 
Т(о,Р, + с,Р,) = (a=, P, + P) х К 
= а (P, x В) + =,( P, x R) 
= АТАР) + a,T(P,) 
故 ТУ) Е “ХЕ 为 线性 .按照 定义 


| n x Rds 
x R = lim- — = ГВ = ç x R 

p — 0 
rH HE т} AL 

7xR=yxR | (4-57) 
另外 

| R x nds | п x Ras 
0 U Fi r 
== — x R = —roR = —v x R 

Ful A 

w x R = —R x ç 
这 是 因为 


—R x ç = ç x R = rotR = x R 
例 4 试 说 明 TCF) = (а, Vb HAX AT, а,Ь АУА 
ка, Н а, ЧЕЛСИ а ХИН Ж, 
先 验 证 ТОЧ) 的 线性 ; 由 于 
4222: 


T(< P, + =,P,) = іа," (аР, + «Р, 
= ala, ' Pb + оа, Р,УЬ 
= ТОР.) + «14Р,) 
их ТС) = (а, Yb ДБ. НЕХ 


„+ n)b45 
(а, „ Ур = W ISA 


F-= 0 F 
= (а. Vb (50-37) 
rH IK r] AL 


Сото (4-58) 


(4-55) (4-58) TCV) AORE EE ВКС REK 的 
21717. BIERRA, ЯРО Ж, 
gradf = Үү) = Wf = fV 
(а, У = (а, - >b 
В = р R=wv+R=R-+- УВ. у 
ТІК = v x R = ÇV x R = —R X Ç = —R x ç 
РАЗУ, TUARA E (11820788 НЫ p ЭХ яс агч DA HE 
一 个 TCF) 的 形式 。 例如 v + (E x H) 可 表示 成 У + (CE. x 
H}， 然 后 利用 下 可 将 要 证 明 的 ТСУ) 的 性 质 , 即 ТС) RNS 
运算 法 ,对 ТС) 进行 变换 ,最 后 把 变换 了 花 结 果 利 用 同样 的 公 
式 油 转换 回 通常 的 场 芍 数 ， 队 而 达到 迹 换 场 肖 数 的 目的 。 这 昨 的 
符号 运算 法 当然 指 的 是 用 矢量 代数 公式 对 ТСУ) НЕ 
法 。 


413 ТСУУЕНЯАА ХЛОР ЖОЕ, 


为 了 便于 分 析 ТСУ) В, RERI H 70 Е S Ш 
TCF) ОН Ы ЖЫРА. 由 于 ТСУ) КЕХА А 
HEE, НИНЕ ВИАН, ВЕ, 


+ 223 + 


в [у ú 
s“ 一 一 一 ~ 
z 
и 
” ИС nç 
? | 


= m ——a<Pn, —— F Tsë 


图 4-1 ЯЛЖ 


ЖҮ IEE АВН PIE АЯ.» ГЭЛ SSK ЕЕ SC Bb A ЕАУ. 
在 某 一 直角 坐标 又 中 ， 将 坐标 原点 置 于 了 点 ， 并 选 下 为 图 中 
所 示 长 方 秆 形 ( 由 积分 学 我 们 知道 ,不 论 选 什么 样 的 六 ,结果 者 号 
ЕНУ), Ци ЭН ЕВА ЮВЕ ея 86, В. 
n, == — №, = i, n == —nm, = j, n; = — п, = k 


Н ,1,},Е S97 :,у, 2 ЕКА. Ti, 
| Tnys = | + | + | + | + | 
4 8, ы 41% r oda 


++}, 
- | Т(1)48 十 |. Т(—4)4$ + N T(j)4s 


5, 5. 


+ |, T(—jd48 + |, Т(К)45 


+ |, T(—k)ds 


考虑 到 TOV) 的 线性 天 条 
Т(-і)---Ті) 


ТС-3)--10 
Т(--Е)----ТГ(К) 
ПМЕ, S, E 45 = 4уас, Œ S,, 5, E d$ == хах, 在 Sys, S, Е 
4$ = dxdy, +E, 
|, + |, == 2140 ахауаж 
1 1 Ж 


| + | == ЭТЭ ахдудз 
5; 5, Oy 
5, ын 025 


іш V = dxdydz 
ЯХ 


шт TOS _ этчу | OTG) ү өтк) 


Ды, F Ох Оу С) х 
ын 
rey) = 919) ү BTO) әгі 
Ох Әу Өв 


ЖИЛ тсе) ижа аты, 
4-14 ТО-ЖЕ 


RIJEI ВЕ Bg ААР Z rH E SP) 
TEJ) == ЭТ) 9ТО2 | Tk) (4-59) 
Ох Әу Oz i 


КЕ МНЕ ИДЕ У (4-55) 2851 4, [ЧАА 564-59) 
ТІНДЕ ERHI- E. ШИЛ Р: 
ЖЕНЯ 
| Сәу - j T(m)aS (4-60) 
ЦА АНЫН ШЫҢ, ЗООС T) ИЕ, У ЛЕ 
ЖҰТА 


В -= Та) + УГО) + ЕТСЕ) 
= R, + JR, + kR, 
ЕЯ К аА БҮЛІНГЕН ДА... ВН 
КО == | R - nds 


Bx ll “бу. Ох 


或 


== ЁО соз + К, cosp + К,сов7)48 (4-61) 


AH, соза, cosg, соѕУ 为 单位 法 天 景 n ПЛАЗА, НИ 


аха 


~ | (ТӨусова 4-ТСУусов8 + ТОК) соѕу}45 (4-62) 


АН 
эта 4. 0 + ӨТ‹Е) 
Әх Өз 
-16СУ) 


Т(і)соѕа + T(jJ)cos8 + ТСК) созу 
= Т(ісова) + T(Jeos8) -+ ТСКсову) 
= Г(їсово + )со58 + КсоБҮ) 
= Tin) 
ХЕ АШ ТСХ) 为 线性 的 条 件 , 以 及 
n = 1соѕе + 1с088-8 КсовУ 
最 后 得 
| Стаи = | TCs (4-63) 


现在 假定 Та) ЖОЛЫМЕН. Ж ГЕИ, 125 To), 
将 Тп) ЭТАН ЕН В, Н, ЗУ 
Т(п) = il (n) + Hn) + ҚТ,(п) 
н, Tn), Га) 和 T (n) НФГ СН, 


"226: 


H КШ ВЕНА: 
j Т,СУуар = | T (Cn)ds 


| та = | Т.(а)45 


| r (sd = 1, Т.(аһ)45 (4-64) 
HA LZA ME i Jk НАНТ , 
|, ТС р = |, Т(п)а5 


мэ 
ҮГ,(а)-4-1Г,00)-4 КТка) = Tin) 


iT OZS ГК) + ЕТКУ) 
ira P TG) + 2 т] 
+ i тарж бту + 2 тұқ) 
+ к |2 тр + 2 тз) + 2- rO] 
=- 2. Т) + jT,G) + kT,G)} 
+ 3 (7,0 + 37,03) + ЕТ.) 
+ 二- °- ат + JT,(k) + ЕТК} 
- 2. TG) + 27 TG) + >. ТОБ) 


- ТСУ) (4-65) 
ХЕ, RIDARE RAET ШИЯ. 
将 等 式 


|, Т(УМУ = | T (n)49 


21134, 


БОР) V, ЗБЕН ЭНН Р, УНИИ 
im 4 ТОМИ = ТУ» 


ЫП ТЄ) Æ P N, МАЛДЕР 
. 1 
ТУ) ~ lim =], T'(n)a8 


2: ний ВЕНЕ 9-Х АЛЬ, УДК: 


1414 70948 ота), от) 4. ОТ» 
re F Or Oy Өд 
因此 这 两 种 定义 是 完全 等 效 的 。 以 后 在 分 析 ТОУ) 的 性 质 时 ， ЖШ 
情况 方便 与 否 ， 我 们 将 利用 
| T(m)as 
ТСУ) = в 
惑 者 


ӨТ) | ƏT) _ ƏT) 
Өх оу Өг 


T(S) 一 
两 者 中 的 任意 一 个 ， 对 结果 部 是 党 无 影响 的 现在 根据 第 二 定义 
жез 
(а, - VOR 

意味 着 什么 ， 其 中 а, 表示 微分 时 视 为 常数 的 函数 ， 

根据 定义 

(а, + УЖ = 9 (а, DR + 9 (а, DR 

Әх Oy 


Ө 
-- -一 . R 
OQ > (а. k) 


ОВ OR HR 
w Р — — + - --- -Б + k Е 
Ca. 41) Әх Á 3 Оу ‹ ) 9» 
ӨВ aR ОК 
АЕР "4,6; ШЫ 
= (a VR 


51184 


= R Za ШАЙ ЕЗЕР а ИЕ 
HETE, Н за, 表示 在 积分 或 微分 了 时 视 为 常数 的 函数 , 则 
不 论 用 哪个 定义 ， 
(а, V OR = (a + VIR 


415 有 关 了 TY 的 定理 1—47 s АРАУ 


在 这 一 字 里 我 们 求证 明 ТОСУ) КЕ Яаа, АПАНЫН 
TCV) Жук, МЕК 
ГСУ) {ҮЗЕ НЕН НЕЙ, ва L rus as — ye SL n 
hi, ТСУ) ЯЛЖ ОЛ, MARERA ТС) HITE 
Тай НЕТ 35 ЖОШ PEI TC 0) 2: 582132, АЛЕ Rr T£ S ë ЕНУ 
ЖАЛА, НӘ ЛД Жш БАЛҒЫН S PRR — ЗЕН, 

定理 1 对 任何 ТОУ), ЖЗНЕ МИНЕ ЕЛЕК 
公式 进行 恒 等 变换 ， 所 得 结果 不 变 。 例 如 ， 应 用 这 条 定理 立即 可 
9: 

фф) = “рі + М/ф, 
у - (R, + R,) = У -В, + % : R, 
Ух (R, +В.) = V x R, + Ç x R, 

s + (R, ХВ) = R, - ( x Кр) = —R, (ӘЧ x R,) 

证 明 1 根据 ТС) EX, АП ТС), ЖУ БАЛЫН 
шт. А МЕН Тары Топ) РНЕ SE ЧЕ ph, 
н Те) ЕК, ШИШИ НАЕ АА іН 
等 变换 而 得 到 形式 不 同 但 祖 等 的 T (m), Ш T (m) 对 应 于 


ғ 


f (n)das 
T, 2 == im DE 


A 
Tin) = T (n) 
所 以 


‚229. 


| T(n)’ 
T (Z) == и шин ТУ) 
这 就 证 明了 对 TCV) НІХЕТ АЯҚ ҒЫН Аға, 得 到 
ЗА T (S) 等 于 原先 的 TC), 
证 明 2 根据 ТУ) HETEM, ХИЕМ ТОУ) EYER 
тй в НЕТ 71 ТІ ЖАН T (S) Ш 
TG) == ТО) 
Т,О)-Т0) 
T (k) = ТОК) 


Т,СУ) =? ? TOAL т TG) + 2 9 тєв) 
Ох Әу 


. Ө . 9 
- 2- TO + a TG) + 2- ТОК) 
== ГСЗ) 
ARERIA, (ИМЕЕ ЕК, СЕНЕ yE М 
的 ТСУ) КЕБА ЯЕ, 之 所 了 以 能 这 样 ， 是 因为 对 任何 
ТС) 我 们 都 要 根据 其 定义 来 理解 它 的 含义 ， 而 不 受 任 何 现 有 移 
ECPAT ZARA, AECA VRAA H A N 
的 地 方 。， 俩 如 用 矢量 代数 公式 得 到 
Уса-асУу 
жн ХАН, Im 
узата-ү 
ХЕ E y ELE Y y'a a.y 的 意义 ,它们 是 不 相等 
НУ, ЖАЙЫ АНЕ АЗА ГУ Е по ФВ ЕН. IH 
对 于 Уба Нас У, ЕЕ КИ. ARIU ШИГЫ 
ЮН ЖАН, ТЫ V ‘ата. V 是 很 
ВУ, Уй, 
V (E x НУ = Е. (H ху) 
Mesa e Ae fn J, 但 是 我 们 不 能 号 成 


ГЕ 


т, (E x H) = Е. (H x ç) 
ЕОНИ и ВА ВА H ВЕ ТС) 
ПМ, ЗЕ ЕР Gb u АЗАН ЗЕК ЛБ ТН 
25А, Tu ШАН < 7 的 表达 达 式 则 不 能 拒 望 用 矢 重 代数 公式 进行 变换 和 
竖 求 每 一 步 部 应 竺 到 囊 等 或 正确 的 结果 。 人 但是， 一 且 我 们 对 舍 有 
V 的 表达 式 用 某 个 ТУУ ЖЕНИ ЕАО 
АУТ. ХЕ ТОСУ) Л ул 2 t ГЭЛ 4041 ж Y, Ж 
ТАНЯ, FHA УАЗ Л Ч ДАНУ TCF), 
АТАНЫ у KAS SN ЭН BJ El У. 


4-6 Ж“ ТУ) 的 定理 2— y ТЕ 


ФЕ 06—911, ЖІ TOZ) А Pe PS ИНН {Н 
Ж, 这 种 情况 在 有 关 7СУ) ИЯ kO aK ИЕ НА. 
БИ јл, ВЛ ЕЕ FADER 2, 

定理 2 MEE T(V) Ие АЛАН БО ГРАЖ АЈ ЗЕ ЖА ОЖ 
Жы ла, АН ХНУ, 那么 ГСУ) в. ХЕШ, — 
АГА ХХ, АЛЕ ВИ ЛА К ПИК рЫ ЛЭ Я де нэгээ 111) 
TESIS HUR E SAN ТЕ 2Х» ЗУ АНА ЖЕ Wu), 

н, МНЕ 2 立即 可 得 

W фф == V ФФ; F SQ Dy = Фи Q, F ФУ 

AHT, фьзрь 表示 Piy P: 150813 БЕ ЙӘ ҚА АРИУ Л. МАЦ 

V * ФК = Ç + aRt У oR, 
= рг К + оф + R, 
== оч * R + R, Yo 

ТОГ, Ф.Ж, AR ФЕ Бу МОН ЕЗ. А 
s х ов = V x ¿R + w x ФК, 
= p. x< R + W> x R. 
= p. x R — R. x уф 

ЖАЛЫ У (R, x Ro 为 例 米 证 明定 理 2, 对 其 他 情况 可 作 


. 231. 


ІІ ЕНУШЕНА, 

hr s= ШЕНӘ; 

% + (В, ХБК,- v (8, ХУ: (R. x ЁО 
AH, R, ,R, 表示 В,,В, 在 微分 或 积分 时 视 为 常数 ， 

ШЕШН: Ж ТС?) МЕХ, 

s + (R, x В,) 
— бп. (R, xR)]+ 2 J. (R, x К,)] 
Əx Әу 


十 9. [k - (R, х R,)] 
дж 


-і. 2 (R, x R) +3. (R, x RO 
Әу 


Е. - - (В x R,) 
HK SKIN ТЕДІ, 
1-2 (R xR) 一 让 (28 Хауа (в x 24) 
2 (хв) 3. (9%. x R,) + i+ (R. x 5а) 
Е. 2. (R, x R) = k (25%. х В, ) +k . (R, x ов.) 
ЕАН, 8 
Ул (R. x R.) 


ер в) 
«(жа вв) 
7 

= % + (R. x R) + y + (R, ХВ, 


РОВ ЕЕ UE BHBR925 Ж. 


4132. 


РОДА НЕ ДАН НЕ ДИЕ 217 228 22388 8418545 00. 
例如 ,如果 在 ТСУ) 中 有 三 个 函数 的 乘积 ， 则 TO) 可 以 分 解 
成 三 项 ， 每 一 项 中 的 两 个 阔 数 在 微分 时 视 为 带 数 ， 只 有 一 个 汲 数 

Merti’ ЗЕ 2 和 微分 学 中 对 多 个 函数 票 积 的 微分 法 则 是 
完 例 一 致 的 。 这 是 因为 按 TC(Y) 的 第 二 定义 , 它 就 是 一 个 微分 运 
算 , 对 它 当 然 延 用 对 函数 匀 积 的 微分 法 则 。 

另外 偿 要 指出 ,微分 时 视 为 常数 能 函数 ,在 第 一 定义 的 积分 式 
中 必然 也 必须 视 为 常数 ,如 果 不 是 这 样 ,那么 由 第 二 定义 可 有 淖 出 它 
必 伏 大 向 分 ,这 与 假设 不 符 . 区 之 ,根据 朵 样 的 理由 ,在 积分 时 视 为 
肯 数 的 函数 ,在 微分 时 必然 也 必须 视 为 常数 .这 就 是 为 什么 在 定理 
ВСУ Е С АЛГ ДЗЕ ВАУ E ПАВЛЕ Е. 


4-17 НТС) 3 一 一 有 常数 项 困 
对 ТСУЭ ЛЕ 


假定 茶 一 个 TCwW) 其 有 下 列 形 式 : 

ТО) = а, + ТУ) = Т0) ° a, 
Ар ТОХИ) 可 表示 成 一 个 常数 , МЕМ АНЕ ЕЕЕ 
的 并 次 与 男 一 个 TY) ЭН, ЖЫНЫ ЕКЕ 
ХН, 1, АН ТС) ВХ ИП ЕЖЕ АЯ НОС BAJ pil ЖУ 
BA T (7) ЖЕ МЕН Жу ЖЕТА, 

E. - (У x H)= E. (ç x H) = Е. rotH 

因为 Е, R ОНА Хэ Sa AU K ари, У X H 的 意义 是 x 日 
тон, Уй, 

CY + НӘ), = Су, КУ), = (div R) 
8120 1, АНА АУА, БИШ У e R = у. R = diR, 
失 羽 的 例子 逮 可 以 举 出 很 多 。 芝 注意 的 是 

(Ку = dR = (үү, R 51 
内 为 站 不 是 常 矢量 ， 同 理 ， 
‚ 433 ° 


E - (Ç x H) = E - rH = Е. (ç x H) 
х Е ЖЕЕ, 
我 们 招 以 上 的 情 识 归结 成 如 下 的 一 条 定理 : 
定理 3 Я т адин ТС) ны 
RECARE А Зан ЯЕ) 1 ЛАТЫН СЫ) ЛИ ХУ ЕРЕ 
ZRH, M TO ВА РУХИ ЕЖ ЫН T (Ç) zk xE 
HERH: 15 Т(У)-<а,. T (Z), М TCF) 的 第 二 定义 ， 
ƏT ЭТС] ӨТ(К 
1625 цан БН юан 
— да, * Т) | да,.ТХ) | | ТУЕ) 
Өх Оу ШЕР 
На, ЖД 84412018 ВОРА, 2244 Эс ВЕРА 25851 uJ OS Uj 
а, T) .д,910) 
Ох ° Ох 
да TOO _ а. 9Т,(3). 
Әу | Әу 
да, ТӨК) _ a. ôT Ck) 
Ол : Q z 


ƏT) , ST (k) 


IC) = a, + а, а, 
СУ) Oy É Өв 


-а |(9Т,() , 9750, QT (kD 

й. | Өх + Оу u Өв ) 
{Н ў Р ЭХ: T (SZ) MEERA, Hi Т:У2 һу 
ZEX | 


| ƏT G) 
Ох 


ту) = PZO + ӘТ ү от) 
' Өх Өу Әз 


由 此 定理 得 证 . 

这 条 定 建 的 用 途 是 它 洁 诉 我 们 在 仁 么 样 的 茶 性 下 可 以 用 普通 
БАХ ВУ Пу, АЕ, НААЖ ГСУ) E 
Жэ хаг ХУЛ ЭН ТС) 进行 变换 ,这 就 是 


134. 


Ауа АТЫ, Над, AZM ТСУ) КР, 
КА ЗЕ хэ АЙДА АНТА ШАНЫ, ЕЗ 告诉 我 
ЕЕ ЕЕ РАДАР ВЛАЭМ ИЕНІҢ 06 БЕ БА НІ e А, 
现在 采 举 一 个 例子 。 假 定 我 们 要 变换 (E x H), 
ВБ, 
v |. (E x Н) = У, (E x H> 
根据 定理 2, 
У. (ÉE x H> = w - (E. x H) + ç + (E x H,) 
1:5::3::5::8 Р 
x + (E. x H) = —E. (У x H) 
ү, (E x H.) = Н, +. ( ç x Е) 
当然 它们 也 可 以 写成 共 他 形式 . 
根据 定理 3, 
-Ё C7 x H= —E. (yx H) 
H, - (7 x E) = H + (ç x E> 
А ЖЕК А E H, ЕЛЕР АЛЕ НОЕ, 而 У x H тау 
E Vx H, V x Eu V t v x E. R, 
у. (Ex H)= H. (ç x E) — Е. (vxH) 
ЖІГІ ЖЕНУ Ж 
我 们 问 样 可 这 把 УСЕ, x H) 变换 成 Сүх E.) - H. 这 个 
И ЕЕ а 11142828 1), 但 是 它 不 等 于 CF xE): H, ДХ 
Н 在 这 里 不 是 视 为 常数 的 汞 数 , 而 定理 ЗН H 视 为 负数 时 
才能 单独 解释 S x E. МЕХ, ПЛ УХЕ KE 
y xE, Ч ИЖ ГҮН ЖУАН, 但 是 在 
ГОУ) EREA, 这 个 结果 是 完全 正确 的 ， 就 是 说 ， 按 了 (号 ) 的 定 
Х, X (Е x H> 5 (УХЕ) Ниве, 
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有 了 ТСУЭ 的 严格 的 定义 ;加 上 定理 1,2,3, Илан Т 
. 235. 


ЕЕ ИС ЭЛ ЭН Л. ЗЕ АЯ Г: 
(1) ЯН 
7. R = v - R = divR 
YI = Çf = gradj 
w x R = ç x R =raR 
(а, + У)Ь = (a + У) 
某 一 形式 的 ГС) МҚ А АЗ, БН S + +E x Н) 
取代 у, (E x H>. 
(2) 利用 定理 1 和 2 对 ТОУ) ТА, Дл ДЕ BE 
2 分 解 T( 7), 然后 再 根据 定理 1 对 分 解 出 末 的 每 一 硕 用 矢量 代 
ЖАПА ТІЗЕ, 
(3) ЖЕ РБ! 75 5, IM Ч e yE BE 3 要 求 的 形式 ,如 尽量 
жыла ТКУ) НМ 4820 6 ЖЕНУ РЕ 2k 2 38 48. 
例如 先 用 定型 2 将 У. (E x H) 写成 
s | (E x H) = % СЕ x H) + % +: (E. x H.) 
再 用 定理 1, PENER 
—Е, - (V x H) + H, . (V x EF) 
K At НЭР S EK Ч КЕЛЕЛЕ 3 的 形式 ， 
(4) 根据 定理 3, ЇЇ ЭН АЖК, ДАШ SEHK w] 25 = 
рі Но ЗЕ Ea. 
例如 ,根据 定理 3， 
-Ё (У x H) = ~E. (ç x Н) 
H. - (ç x E5 = Н: (Ç x Е) 
从 而 
gy: (E x H) = H - (ç x E) — Е: (ç x Н) 
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有 了 тС) 或 符号 运算 法 理论 之 后 , 现在 我 们 就 可 正确 解 琶 
诗 维 赛 的 论述 了 ,从 而 明 泊 为 什么 用 他 的 方法 能 给 出 正确 的 结果 ， 
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КАПИЗ ИИ ЕЕ АЕО ЕЕЕ, РИ РЗ 
一 定 就 是 他 本 人 的 想法 ,而 内 是 我 们 的 理解 ， 

Ел, 把 divCE x H) 表示 成 үс (E x H) 应 该 理解 为 把 
div(E x H) 表示 成 У: (E x 及)， 这 当然 是 可 以 的 ;办 为 按照 
У. (E x H) 的 定义 , 即 


в. CE х H>as 
У > (É x Н) = lim 


7 
нш div(E x H). 
ЕК, АГАВА ВУ И—В Д, 
ç . (E x H) = Е. (H x v) = Н: (ç xE) 
应 理解 为 
ЧУ (E x Нь Е. (Н х ә) Н: (х Е) 
这 当然 也 是 正确 的 ， 因 为 按照 定理 1, HEE TCT) ИЕ 
看 成 像 普通 矢量 那样 进行 矢量 代数 运算 ， 而 在 此 情 识 下 竺 出 的 绑 
ЖАДЫ, НЕА: 
А. (B x С)-Б5-(СхА)-02-1АхВ)Э 
ла Пр — ДОНЧА X Ea Т АҚ АҚ”, МІН, 在 对 ТСУ) 
有 了 明确 的 定义 之 后 ， 守 ，(E x H) 的 意义 当然 毫 无 含糊 之 人 钼 ， 
它 就 是 (Е x H)， 接 下 去 他 又 说 :“ 和 但 是 我 们 也 可 用 第 二 项 
В, Е У НУУ ЕЛА АЧУ ЕЖ H tz ЕШ. ЖТС) 
БҮР ЭЛ ЛЭН, #5 АЖ АУ 5-0 ХХ SK zy sN 
ЖЕТ PAP Ж. Хш: К ИШТ. НР РОУ) З ЕЕ 
分 运算 ,第 二 ,第 三 项 中 玉 和 日 当然 都 要 被 微分 ,这 不 是 条 件 ， 讶 
是 定义 的 必然 结果 。 
РТ Д ТЕРЕ ИЕ, АТАН М 55440593 
位 于 算 子 之 后 , 那 在 第 三 项 中 只 有 上 被 徽 分 ， 于 是 我 们 行 到 结果 
的 一 部 分 *“。 这 各 话 比 较 难 理解 ,实际 上 它 指 的 是 如 果 我 们 用 定理 
2 把 SZ. (E x H) 215 WI SD 2 | П 
у. (ÉE x H) = v + (E, x H) + % + (ÉE x H,) 
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ЕНХЕК ЖА УГ (E x H; HITA ОН 
H.. (Ç x E) 

这 一 部 分 就 是 赫 维 赛 所 说 的 “第 二 项 中 只 有 上 被 徽 分 ， 于 是 我 们 
ЈАН НЕН. ЖИ, IE H, C7 x E) жом, Н, = 
WIRDE RENAR, FLS E 被 微分 。， 于 是 根据 定理 3 НЫ 
用 H. (ç x E) 来 取代 H + (x ХЕ), 

对 Y - (E, x H) 用 矢量 代数 公式 进行 变换 后 得 到 一下. • 
(Ç x H) 或 了 (HHX 立 )。 这 就 是 坏 维 睹 所 六 的 "第 二 项 , 或 
BEHAE —E. (y x H) RRRA H 被 徽 分 ， 给 出 结果 的 另 
一 部 分 ， 

НЫП, s EMERI ТКА ЗУ CE x H) БНД НЕ 
理 2), 于 是 我 们 就 得 到 圭 维 赛 所 说 的 两 部 分 ， 在 一 部 分 中 只 有 下 
被 微分 ， 而 在 另 一 部 分 di 只 有 H 被 人 微分。 最 局 他 说 这样 我 们 就 
ЖІГІ ЕНЕ Л НТН 

diy(É x H> = H : го. — Е: гон” 

ЖН) АНЫ АЖЕ ШЕЕ 3 Е-Е. - СУ ХНУ He + (7 x 
下 7 变 成 一 下 * rotH Я5Н.,гоЁ, іх 9, 于 是 我 们 就 
得 到 了 完整 的 , ЕЛИ 

дї (К x H) = H- го — É + гон 

这 句 话 当然 也 是 正确 的 |， 

HERM, A T ТС) 的 理论 , 皇 维 赛 鸣 论证 就 变 得 可 以 理 
解 了 ， АРЕНТ, ТЕ IEE E TE ЕВЕ ТЛ К. Е С НЕЕ А 
fT S БЕН ЗЕНИТ Н ЕЛЕМЕУ, 
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ВЕЕТ ПЕРУ, УУХ ЭЛЧ ЕГЧ ИНН L ВЕ — ОА 
算法 则 中 ;“ 当 除了 一 个 和 拓 量 之 外 ,4 余 的 矢量 都 是 常数 时 ， 应 该 
这 样 来 变换 表达 式 , 以 使 全 所 有 节 天 量 帮 位 于 MV 盘子 之 前 , 几 变 天 
Е.Е), ЗУН, A ЫН) Д, де АЈ 
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得 到 正确 的 结果 ,但 是 他 并 没有 给 出 证 明 ， 

现在 我 们 根据 上 文中 所 发 展 的 理论 先 来 解释 一 下 全 的 规则 的 
合意 ,然后 再 根据 TCT) 的 理论 给 予 证 明 , 最 后 加 以 推广 使 之 波 
为 更 便于 应 用 的 实用 规则 ， 

首先 必须 牢记 ,在 运用 入 的 符 写 时 ,有 一 条 约定 ， 即 所 有 位 于 
Vy 左 边 的 晃 数 在 微分 时 都 应 视 为 常数 ， 不 项 专 门 标明 视 为 常数 的 
脚注 ce。 用 通常 的 话说 、 就 是 只 作用 于 它 右边 的 肖 数 ， 而 不 作 
НГЕЖКАНЛЕЖ, ЖАНЕРКЕ ЖАННА ЕЛІН ЖА ІСІҢ 
ЭХ, ШИН ТО ГМ ИН ,也 不 受 V 的 作用 , 即 不 被 微分 ,这 正 
是 应 用 TCV) 的 性 质 2 时 所 遇 到 的 情况 。 柯 青 折 说 “ 当 除 了 一 个 
括 量 之 外 ， 其 余 的 矢量 部 是 常数 昱 ” 指 的 是 对 任何 含有 立 的 表达 
式 ,位 于 V 左 边 的 函数 到 定 是 微分 迪 视 为 常数 的 常 函数 , 即 木 受 V 
ЕШ ЕЕЕ Б Ж, ШЕ УА ШЕН Л, КАЖ, ЖЕЕ 
MAEHE? Я ОА, ДЕ ГТК, АЈ 
矢量 都 是 视 为 常数 的 矢量 ,这 当然 是 正确 的 ,因为 定理 2 是 经 过 证 
明 的 ,这 样 就 出 现 了 “除了 一 个 矢量 之 外 ,其 余 的 矢量 都 是 常数 "这 
种 情况 。 此 后 ,由 于 在 V 的 去 边 都 是 视 为 常数 的 矢量 ,四 此 根据 定 
理 3 24 511218 ДД ч, ВЕНИ Г ГСУ), TEn H 
定理 Жанат, {тт ХЭВ ГУ. 
їл ,租用 定理 3, 加 到 普通 的 矢量 表达 式 , 即 用 六 的 矢量 表达 式 , 从 
ПП ЕЛИ алын, БАРЫН УН. ЕДЕНГЕ АНУ 
“BTS Жаш р У Т У, ПЕ АА Ar u Ун, 
HEARR. WE TCO) 的 理论 ， 这 伴 的 结果 肯定 是 正确 的 。 这 
样 我 们 就 证 明了 月 柯 青 的 规则 最 后 一 定 能 得 到 正确 结果 这 个 结 
б. РАУ, Эх КЕУДЕ М ЛУЧА, ЛА РЕШЕ 
的 过 程 ,因此 只 能 是 一 个 形式 上 进行 运算 的 过 程 ,一 般 情 沈 下 不 
能 用 含 久 吕 达 式 的 定义 去 加 以 解 枝 ,否则 纺 可 能 得 到 错误 的 结 时 ， 
而 如 果 用 T(F》 的 含意 去 解释 ,部 每 一 步 肖 定 都 是 正确 的 ， 

RKA RFEA RH, BUE a E 

ү, (Ex H) 
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首先 用 定理 2 Ї 25) БУРЛА, ЫП ЕДА СЛ РЕ hay Ы — 
ЖАПА АН Ж. ЕП 
v + (E x H) = y. (É, x H) + ç (Е x H.) 
这 时 可 以 把 全 看 成 Y, Жж RRR DAUT АНН КІН Ж; 
v (Е х H> + Vv: (Ex Н) 

一 —Е, (ух H> + R, +: (ç ХЕ) 

一 +E, - (H x v) — E + (H, x v) 
М ТС) ЛА ВС УАН УОРД) ХЕБ А ТЕН 
А, (НЯНЯ АЕ ХЕ, СОТНЯ: 
ШАМЫ ДАН САЙТ ТІП АЛЕН. ЖАЛАНЫ ИЖ, Was 
шка EVY ВИ, КЕМЕГЕ. Ее 
求 。 根 据 定 埋 3, 这 里 的 写实 际 上 可 以 换 成 写 ， 杆 是 我 们 得 到 

-Ё-(үхН)-Н-(үхЕ) 
这 就 是 所 需要 的 结果 ,而且 肯 定 是 严 确 的 结果 ， 

现在 我 们 把 柯 青 的 才 则 推广 如 下 : 

任何 一 个 含有 的 表达 式 , 都 可 以 将 VY 看 作 普 通 和 拓 虽 一样 ,对 
这 个 表达 式 用 舌 时 代数 公式 进行 恒 等 变换 ,但 在 变换 时 不 可 将 玉 
КАН: РА СОН) Н ДИ А) Ж ЭХНЭР 21715505 2 1 V uru, ВА 2732229 
а, TRAE У ВОО SL T A ИННО ЛА? ЯА ЕДЕ 
WTA, MEHE V НИЕ БОҚ УЛЫМ ЕТЕ МАЕ ЖАНУ 
脚注 с, ВЛГУ, ИЕН ыы ЕН, КИ 
ЯВ АЛ Ж Е.И Я, в (9) К, ЕЕ) Сүр) ЯШ 
КЕНО Зее АНЫ), ІНЕ ҚУ. R НА 
ЖЕ У. КИО, AE E, Tjo A pea 
ч, RIRE). 

Ж o EAEE, ХА ЕТ, Е ТЕТ 
ДЕ RAR 2088 (ИХ 02327273 1212, ШОЛ) ТУ) 来 济 
т, ERENS Т(у), WPF yI n КА 
Яра, 588 Аа E a huu) HE Б. 
ЖАРАН ДЭ, 
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在 对 一 系列 运算 例题 进行 运算 之 前 ,我 们 先 推导 出 一 些 埔 助 
公式 供需 要 时 和 查阅 用 ,以 免 重复 推导 。 
辅助 公式 1 
стай) 一 4% gradfCr) 


ЕН, г ЛЕН ЕЛІН, Кг) ХЕ. 
МЕ; 
втайе(1(ғ)) = үФС СУ) 


=i pGr) +j д ФОУ) pf)) 
Өх Оу Эс 


ы ------ ---- ———— 


L; var) (дөө 1-2 p Өөд 
Л 9х ШҮ бу T Ор Әз 


_ Эф 
5 УК») 


= 9% га ғ 
Ө} grad/( r) 


ЯВ БЛ т, 2 
grad/( >) = ҒСғОвгайғ 
证 
gradf(r) = УД) 
12160) +j? 十 2162, 
Ох O y 


- m 一 一 


r Ё = бү | Ї Әт 
—|-  ——— j к ——n 
x j ас Әу fer) Ок 


Мн: 
= ои 


= РАГУ: 
= f (r )gradr 
辅助 公式 3 
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pradr == r BK Vr = г 
r r 
证 
gradr = yr = i Е йд 
ІҢ 
еру К+ -aT 
Or -3 Or a 
Оу r Ох r 
因此 
gradr = ік + Ју + kz _ Г 
r r 
辅助 公式 4 
grado) = SP РС 
ШЕ; 将 以 上 三 个 公式 合并 后 即 得 此 结果 。 
辅助 公式 5 
лай (f(r)) = F? ага 0) 
AP, ГАНЕ, MARE. 
ШЕ; HERH JRD АХ 1, 
辅助 公式 6 
(а. уг = а 
МЕ 
Ок Or дг 
(а. yr = а, 2. + бу ' “22 
-041--6,)-Га,К 
-- Д 
ЖАҢА д, 7 


гог = 0 EK. V X r == Ü 


4242. 


证 
rotr = V X F 
= ` Xr 


=- G xr)+ 2 x r) +- (k x r) 
Dx бу Өк 
天 为 
Г--11-4-у)--ХЕ 
i x r = yi Xx ў zi x k = yk — 23 
j x r = xj x ij z) х k = —xzk + zà 
k x r — хк Xxi+ yk X j= x) — yi 
ВТЕ 


гог = -2 (yk — zj) + (—sk + zi) 
Ох оу 
Ох 


辅助 公式 8 
pradla - r) = a 
дин, ала, 
Ш: 根据 v x r = 0 ЖІ (a - V)r = a, 
对 ша4ба,+ г) MAREEN, {% 


grad(a - r) = V(a - r) 
= a Х (V X r) + (a + yr 


或 V(a - r) = a 


-= A 
这 里 用 到 公式 
BCA.C)—Ax((BxC)+(A:BC 
ЕЕ. А.А ЕНЕ APU ЕЕЕ ИА 
Оба.гу-а ХОУ X r) + (a + Yr 
ха X (Ç X r) + (a + Vr 


辅助 公式 9 


divr -3 或 9-г--3 


2243. 


dirr — V + r 
Ож rl v Оз 
хо: ЕД 
Ох Оу Оз 
= 3 


辅助 公式 10 
аУА (3 к) = «А " gradf(r )} 
тын, Кг) ХАЛ ый, АСКТЭЭ АА: ЖЕРЕ ЖЛ, 
ЦЕ: 


йУАСҮЭ-г т. Ar Y) 
= Ç АСҚғ)) 


Зээ, A+ Êj At kA 
y 


一 一 一 gradf(r) 


辅助 公式 11 
г АС) = — 4А х ағай ғ) 
ПЕ: 


rotA(/(r)) = ç х А (Сту) 
= “7 X АСҚКг)) 


ð n 8 pe 9 
一 — (ix А) +“ (jx A)+ — ¿(k x A 
3: © ) ө 9 у эг “8 ) 
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AA с 4А òf их АА д} 
ар Ох ар оу ар Оз 


© Ө} . ©} ЭГ 
= -一 — x |i — Е. 
М з, Т? ду Ох 
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dT ERRAN Бинар Нета а УКЕ рос ан ар 
zo КЕЖФГІН ЕНІ ДЕ-- А АСАРУШИЯ, K IEE Я Іні 
НІ, АНТЕ, РАКЕ 5 АРІ üE JJ 145 
5, 
4-22-1 XF grad ПИЯ 


例 1 iiH 
grad( фф) = фрдгайф + grado 
证 : HAEE, tF 
grad( gp) 一 ҮС) 
== Vo p 1 М, 
= ф.Уф + ФУФ 
== фогадф + ogrado 
#2 证 明 
вгай(а» b) = (b * Va + (a + ç)b 
+ b > rotÀ -+a X гой» 
ЇЕ: Н ТОСУ) 理论 的 定理 1,2,3， 得 
grad(a + b) = v(a + b) 
= V (a .Ь) 
= уба, + b) + w Ça + B.) 
= a, X (V X Bb) + (a, Vv)b 


+ 245 • 


+h, х Су ха)--(Ь,- “а 
=a X (Ç X b) -- (а ç)b -r b 

x (V Ха) (b va | 
= (b - у)а + (а: У + b X roA 


+ а x го 
此 处 用 到 公式 
ВА.С)-- АХ (Вх С) + СА • ВС 
8)3 ТЕШ 


с» grad(a ‚ b) =a» (e y)b — b + (< va 
ШЕ; 
с“ grad(a + b) = е, Yia b) 
= (с,. (а • b) 
= (с, * (а, * b) + (e, + Ta: h.) 
= a, • (e, + Db + b. + (е, * а 
= a * (e * Ç)b + b ° (c ° уҙа 


#4 证 看 
отайу" = ЯР" 
Ш: 
бгааг" = ёт gradr 
dr 
= gpr E 
r 
== ну" `r 
例 5 证 朋 


grad(a • re(r)) -“ар(ғ)--(а»г) йн 


тар, а JARE, 
ШЕ: НИ, Е 
отаа(а * rz(+r)) 
= yla- re(r)) 


a 248% 


=- gela  r),e(r)) + V((a : гур,У)2 
œ (а r),Vo(r) + Сг) (а + г) 


= (а < r) (r) 一 + pírja 
— ар(ғ) + (а • r) 一 “Х<9 


《用 辅助 公式 8,，2 和 3) 
Йб Әо--а.Р,а-ЫЛлЕ,Ж grado, 


HE. 
grado = v(a - P) 
=a x (v x P) + (а P 
— а X rotP + (а. yP 
17 СЕН 
grad $- = P x rotP + (Р. ФР 
ШЕ: 


grad > 一 — gradP “Р 
= - УФ .Р) 


- 了 ГУСР, + P) + yP- P,)] 


一 V(P, - Р) 
= P x (ç x P) + (P ТР 
= P x rotP + (P ЭР 
{48 设 (г) = SR 72, а Хн, Жэ ХЕ. 


г" 
Ж: 
дтааф( г) = grad а" е Хаг) 
r” r” 


= д У * r) + (a ° r)y Ç 


в 247. 


r*—ip 


= 2 + (a + r) — 
r 


rr 
а r 
== т” шин л(а в г) тө 


ЯЗ 2 (г) = [а · (r xb 十 ab хк), два, b 
УХЕ, Ж grada( r), 
Ж; | 
gradp(r) = 1а • (r x Ь)] + ахь х rY} 
= У[а - (r x bP + yab x ry 
但 由 于 
v[a < (r x b) = ?[a rrXxbylyra' (r x b)] 
= Ha: (r х b)i]v[r ' (hb x a)] 
= 2[а Ó (r x b)](b Ха) 
| (用 辅助 公式 8) 
үг Бх r): = a2g[(b хг). (hb x r)] 
= азу (Бг? — (r + by] 
= ab2r — az2(r + b)b 
= 2а?[ ЕБ: — b(r + Ь)] 
= 2a2((b x r) x b) 
故 
дгайф(в) = 2{[a • (r x b)](b ха) + a(b x r) x b); 
例 10 i = — (r xa): X b), дна Fi Ы, 


求 gradu, 
НООТ 
и = (a • b) — r'ar.» b) 
i 
gradu == Vr 


— (Са - b) — (r - a)(r + b)) 
— (a - b)2r — (r - ауу(г • b) 
— (r ' byr a) 


a 248. 


= (а • Ъ)?г — (r а)Ь — (r ba 
=b x (r x a) + a X (r X b) 
HII 55 grad[a • (b X c)1, 
Ж: 
рга [а + (b x е)] 
= үа + (b x c>] 
-= У[а * (b, x е,)1 + ГЬ, (е, Хам 
+ Үс (а, X Ь,)] 
= (b, Хе.) X (У Ха) + [(b, Х е,) + yla 
+ (с, X a,) X (V X b) + [е Ха.) Ç]b 
+ (а, x b,) x (Ç X c) + Ка, x by): yle 
= (b X c) X rota + [(b x e) · ç]a 
+ (e X a) X го + [(c ха). vb 
+ (a x b) X гое + [Са x b)- yje 
р 12 ТЕҢ 
a + (b - туе = b +: (a - че b- [ах гос] 
= b * grad(a + e) — e + (h va 
证 : 
(1) а“ (b + Yje = (b + va е) 
= b - [a, x (ух ©) + (a • yje] 
= b • [а x rote] + b + (a - ve 
(2) a + (b < yje = (b * v)(a, + е) 
= (b + уба, + с) + (B • va. e,) 
— (b - v)(a + с,) 
= (Ь + у)ба + с) — (b +< yla » e) 
= b. V(a : c) — c - (be va 
= b ° grad(a + с) — c + (b - Ç)a 


4-22-2 ЖТ div 的 运算 例题 
例 1 WB 


~ 249% 


Пу(ора) = pdiva {а + grado 
证 ; ЗМЕИ, 
div(pa) = Ç (фа) 
= V * (ра) + V *(фа,) 
= фу ‘а та, * Уф 
== (diva {а * grado 
例 2 证 明 | 
Шу(а х b) = b +: rota — а < rotb 
ШЕ: HAREN, t 
«(а х b) = v + (a x b) 
= У. (a, x b) + v + (a x b.) 
一 —а. (Ç X b) + b, ‹ (ç ха) 
= —a • rotb + b -rota 
= b - rota — а • rotb 
ЯЗ Ж divrqlr). 
№: 
div(re(r)) = V * (rə(r)) 
= Я. (гарб) + 9 + (себ) 
= г, + VE) + PONY ° к 
= r + grado(r) + pir)divr 


=r- plr) 一 + 3g(r)( 用 辅助 公式 3,9) 


- гр (ғ) + ЗоС(ғ) 
%4 Ж буге, HP e JARE. 
Ж; 
divr"c = W = у”с 
= € + Vr” 
= ¢ = (nr 1p f r) 
= nr (e + r) 


例 5 证 明 div(e x r) = 0, іреу а, 


= 250 а 


div(e x r) = Ç + (e X r) 
一 с. (Ç X r) 
-0 《用 辅助 公式 7) 


例 6 证 明 div —0, 
r 


А 
3 0 


МТ 证 明 diva(e (r) — Aa: c, Ata SARRE, 
ШЕ; 
diva(e г) = Ç + (a(c * r>) 
= а. yle . г) 
=а‹с 《用 辅助 公式 8) 
例 8 证 明 div[(r x a) x e] = —2(a +e) 式 中 Be 二 为 


қан, 
ШЕ; 
«Пт x a) хе] = Ç * [(r X a) хе] 
= Ç + [a(r + e) — r(a - e)] 
— a + (ег) — Ça + e)Ç * r 
-а-с-3За-с 《用 辅助 公式 8,9) 
к--(18"6 


4 9 ЕН div[(r ха) x r] = — 2(а * r), Ча 2 16 


ЖЕ, 
ЧЕ: 
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4141 (г x a) x ү|-074 гт X a) X r] 
== У + (ағ: — га •г)) 
= а + Yri— Ç + іг,(а»ғ)) 
- үс [а + к,)] 
= 2(a • r) — (а + г) — 3(a - г) 
= —2(а + r) 
(用 辅助 公式 4,8,9) 
0110 min, m,n 均 为 常 和 拓 量 ,证 朋 divm(n* r) =0 
证 : 
divm(n + yy 一 In。 
= \/(п+кг)+ш 


=в.м СОЗЫВА 


= { 
#11 ЯР) = (m - rXm Xx r), AR m kR, iE 
ВЯ «ГУР = 0, 
证 : 


divP = ç - (m - r)(m % r) 
= V ° (m * r,)(m X r) + V * (m + r)(m X ғ.) 
— (m ° r,)y ° (m x r) + (m x к) * убт r) 
= (m + г/л (m X r) + (m X m.) + m 


V * (m X r) = —m + (V X r) = 0 
m (m X r) =< r + (m X m) == Ü 


divP — 0 
Я12 WP. фа, жупа 为 常 和 打量 ,证 朋 
div” = grado та, 
ШЕ; 
айанР = ç + фа = a. • үф == a < grado 
0413 设 P(r) = Ca + r)r — гЬ, Жа #ib'is яя 
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量 , 求 div P(r) 
Ж; 
divP(r) = y- [(a + кг — mtb] 
= Ç +. (a - r)r — v ' rb 


但 
V ° (a + r)r = у + (а ° r.)r г. yar) 
—3(а.г)у+а+г  《〈 用 辅助 公式 8,9) 
= 4(азчг) 
Y- r2b = vr: + b 
= 2r 二 * b 
= 20.5) 
因此 
divP(r) = 4(а к) —– 2(b : r) 
5114 ig Р(г) – (a x rX(a x r), фа ха 
divP(r), 
We: 
Ч уРСг) = Хх. (a x r)'(a x r) 
= Ç - (a x r.)'(a x r) + v (а х r)'a x r.) 
= (a x гуу - (a x r) + (a Xx r) - V(a X r) 
ЇН 
“-(ахгу--а-(хт)-0 【用 辅助 会 式 7) 
уха x ry = yila X г) + (а X r)] 
= v[a ` r: — (а + r)'] 
--агүг — V(a + ry 
= Zair — 2(a + r)v(a • r) 
== 2а?г — 2(a + га 
(a x r) • 2a'r = 2 ааг (r x r) = 0 
(a x r) -2(а- гда = — 2 (а: г)(а ха) • r = 0 
故 
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divP(r) = 0 
例 15 ТЕҢЯ 
divP(q - r) = (q + r)di P + (P - q) + r ° P-a 
ШЕ: 
divP(q + r) = у. (Р(а-г)) 
= у. Pg * r) + ç * P.,Cq ° r.) 
+ ç * P(q. ° r.) 
— уса, - r) ' P. + yla. v,) * Р, 
+ v - P(q, г.) 


v - P(q, - r,) — (q * r)di P 

уса, г) P, =q + P 

VA r,) ° P, = Р, - v(q ° r.) 
— (P, - v)(q - r,) 
— ғ,- (P, - yq 
= r (Р vq 


ІЗ; 
divP(q -rì = (q ғ)дауР + P а + г. (Р. суа 


例 16 iz Р-а-, ЕНД 
za 


ШҮР = grade ' r -十 — 
r r 


ИЕ: 
Е 5) в 
га f ГЕ 


(x ГЕ 
= — ег, V — 
r r 


бр. 
r Р 


"354. 


a l 1 
— = 20 + a — 
Сан 2 Ус Ул 


— р 


rir 


=} grada + ë 
r 


се r o d 
r- g — = — ртада — — 
r r r 


因此 
divP = grade · r 十 28 
r r 
例 17 证 明 div 5250) 一 0， 式 中 JAKE 
Ш: 
diy Se X r) и с. Ga X r) 


r” r 


— Ту. G x r) + v: (a x r) 
fr 


(B 
7.(ахтгу--а-(ухт)-0 (МЯ 27) 
у. (а г) = ІНЕ . (a X r) == 0 
r ғ 
Ж 
div (a x< r) 一 Ü 
r 
0185 j e XP fu ЕНН 
diva =e: [(e ; Vu + rotle x u)] 
ен а ХЕ В, 
证 : 
rotle x а) = V X (e X u) 
= e (ут ü) — (e - Уч 
一 edivu — (e - Я)ы 
因此 


„55 • 


edivu = Ce" Yu + rotle x u) 


И) e, ЕЗІ e'e = 1, 19 
divu = e + [(е + үүц + rotle X u)] 


例 19 ШЕЙН 
diy ® = diva _ 28 · (a * Ya 
а? a? (агу 
ШЕ: 
а 1 a, 
div - = 一 У`а+у. -; 
diva 1 
а: i V =; "а, 
iH 
ç l. Ye _ _ 2Ұса, а) 
a: (агу (агу: 
ах (V X a) + (a : yj 
(a y 


HEATA Я а, HF 
a [ах (V x a)] = (аха): (уха) = 0 
办 此 


最 后 和 从 


例 20 iza, b хе, 
div(a + r)Xb x r), 
Ж: 
div(a - r XXb x г)-2ү-(а-гХЬх г) 
= V - (a * r.)Xb x r) + V + (a + r)Xb x r,) 
= (a + г)у - (b X r)-F V(a + r) - (b xr.) 
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ç (bx r)y=—b-(v xr)=0 《用 辅助 公式 7) 


v(a .r)= a (用 辅助 公式 8) 
ДХ 
Фуа. г)(Ь x r)= a.(b x r) 
= r - (a x b) 
В|21 K divla(r - b) — rla- b)-+ bla. rj, жаа, 
b 均 为 常 矢量 ， 
Ме; A 
diva(r - b) =— v ' a(r + h) 
= а. Çr + b) 
=a» b 
同 理 
diyb(r-a)=a.b 
-Пуғ(а, Ы) = —3a + b САВ 7259) 
HX 
div[a(r -bj — г(а'Ъ) + bla- r)] = -а.Ъ 


022 Шах 5 UER div BXD 0, 


ШІ; 
í (axr) о. (ахи 
(a x r) (a x r) 


1 
Сату V (a X r) + (a x г). “ахау 


= (a Xr)» ахау (I ç - (a x r) — 0) 


{8 
1 1 
ү ТЕУ ТЭРЭЭ: ту. v(a xr) 
ПП 
СШ, 4-22-1 44 10) 


yla x ry = 20а x (гха)) 
+ 


= Jar — 2а(а • г) 
(a x r) + a = 0 
(a X r) : r — Ó 


diy LE Xr) „е 


(a xr) 


4-22-3 жү го 的 运算 例题 


例 1 证 明 тоқса) = prota + grado Ха, 
ШЕ; 
rot( фа) = V X фа 
= V X фра + V X фа, 
一 ос X a + Уф X a, 
== prota 十 grado Ха 
812 ПЕН тоса x b) — (b. Фа — (a + yb 
+ adivb — bdiva. 
ШЕ; 
rot(a x b) = Ç x (a x b) 
= Ç X (a, X b) + v X (a xb) 
— a,(Ç * b) — (a, - )Ь + (b, + Ма 
— b,Çv ʻa) 
— (b - a — (a +: vb + adivb — bdiva 
例 3 ТЕР rotre(r) — 0, 
证 : 
rotrolr) == УХ (re(r)) 
— Ç X relr) + ух (ro(r),) 
= о(”"УУ X r + Ve(r) X r, 


“= —г X р) 0 (用 辅助 公式 A, 8) 
884 ПЕНН rotr(c + v) —c X r ше Хэ. 


.2534 


证 : 
rotr(e * r) = Ç X (r(e * r)) 
= X (r,(e * r)) + у X (ке, r)) 
= V(e + r) xr, + (e ру X r 
=cxr 忒 用 辅助 公式 7,8) 
例 5 证 明 rotke x r) — 2e, AF e ХА. 
ШЕ: 
гое X r) = Ç X (c€ X r) 
— e( Ç * r) — (ес, уг 
-32-0 (НІҢІШ 2356,9) 


= 2е 
46 Ба kÆ, K rtra, 
Ж; 
rotra = V х га 
= --а x W? 
r 


= — 8 X 一 
г 


= Lrxa 


f 


H7 15 p= rr, Ж гор, 


Ж: 
rotp = V X ут 
= V X rr + V X Р, 
== ре X F — x Vr 
--гх2. ОВАЛ 
— 0 
688 Ша JERE, K года, 
解 : 


rota = Я X фа = —a х Уф == grady Ха 


. 159. 


例 9 Ж rore(a . r), Дас JARE 


Ж: 
rote(a : r) = V X с(а • г) 
一 —c X Vla» r> 
= ха (Л 7258) 
= а X c 
#10 даете,» го (ес X r) x a], 
КЕ: 


rot[(€ Xr) X a] =Ç х [(е X r) X a] 
= y x (rle а) — er. a)) 
= (C - a)V X Yr — V X е(с»а) 
=e xv ба) 《用 辅助 公式 7) 
=c x a (用 辅助 公式 8) 
Я 11 Бе, ЕПН гое xr) X r] 3 ХҮ, 
HE: 
rotI(e ХҮ) x r] = v X Ге X r) X r] 
= Y X (г(е“Г)- ег?) 
= V X гс - r) + V X r(e + r.) — V X er? 
--4, X Yle- r) + (c-r) X r — vr хе 
= гохе rxe (ЯН 5 4,7,8) 
== — ЗГ X € 
ха Je xr 
(112 ТЕН 
(a х b) • rote = b + (a - уе — a = (b + yje, 
证 : 
(a xb)» гос = (a X b) = (Ç хе) 
= (a УХЬ, + e) — (b + v)(a, * с) 
= b, * (a + Yje — a, + (b + Ус 
= b+ (a. v)e —a + (b - үх 
例 13 iZ l,m,n HJER, UE BB 


+ 260 4 


rot[i(m • r)Xn + r) + mln- Cler) 
-+ n(l . r)(m + r)] = 0 
证 : 
453816: + г (п, rò] 
— Ç X [Km + rn- r] 
= V X (о + r,)(n + r)] + V X (Кт • га г,)) 
= (m + r)v X [Ian r)] + (а. х Tim + r)! 
= (m. r)[V€n + r) X 1] + (a < r)[V(m ° r) X H 
= (цагг ах 14-00, rXm х1) СНА) 
同 理 
rot[m(n ӘСІ» r)] = (в rXi X m) + (1 + r)Xn x m) 
rot[n(!] + rX + r)] = Ш. rm x n) + (m - r)XI х n) 
$ TINA ЛИ, ИЕ. 
814 设 aib ХЕХЕ, rot[(a • r — rb], 
Ж: 
гоц Са, + r)r — rib] 
= V X (а - r.)r + V X (a • кг, — vr: х b 
= (a + r)Ç X r + V(a + r) X r. — 2r x h 
-ахғ--2Ьхг (HDA 7.8) 


例 15 Ша, R го ta X r) 
Ж: 
ог CO Е) _ х 58 х (а хг) 


ласы таса 
= (а(у. гу— (а, vr) + SHE x (a x r) 
- Ga =a) 一 i (r x (a X r)) 


r 461 


Ка 


例 16 


. 262 = 


28 2145 ан ra r)) 


r" ү"? 

г" r" цан 

G ma L, Sa 
r ғ" 


(а x r) _ 


设 a 为 和 天 量 , 证 明 го! 
(a хе): 


(a X r) _ (a X r) 


Ух 


(а xry (а x r) 


Б (а x к): (а x ry 


Ç X (a X r) = a(V г) — (a + үл 


= ja — а = 2а 


ұх(ахі: | 2a _ 
(а xry (а xry 


(a X r.) 


х 
V (a xry 


(axr)_ 
УХ Ca X ry Уату Xr) 


L = аба :г) —а?г (4-22- 
(а х r (a xry САРА 


а X (а X r) = а(а - r) — rat 
r X (a X r) = аг — r(a + r) 


ç x &8 X r, 


(a X r) 


_ 2а(а : r): — 2(a • r)ra: — 2ааг! + 2a (a - r) 


(a xr) 


_ —2а(аѓғ? — (a * r°) 


(a х гу! 
_ —2а(а X r): 
(а X r)! 
207484 
(a xry 


因此 
rot (а x r) _ 0) 


(а xry 
117 Бахх, р = (а х гуа хг), ШЕН 
rotp = 4(а х гуа, 
ШЕ; 
rotp = V X (а X ry(a X r)] 
= Ç X [(a xr, ya X r)] 
+ V X Ца ха X r.)] 


但 
v X [(a хт) (а X r)] = (a хг,)% X (a X r) 
= (a X г,)ба(у IT) — (a - үл) 
= (a ХКУбЗа-а) 
= (a X гуа 
其 次 


V x (a хт)(а хт) = V(a X r)' X (a X r.) 
= (2а — 2(а : rað X (a Xr) (4-22-2,%4 14) 
--2ат X (a X r) — 2(а -r)a X (a X r) 
= 2а'аг? — (ач г)а? — 2(а + r)[a(a » r) — ға? 
一 2a(a:r2 — (a + r):) 
= zalla X r) - (a X r)] 
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== Jala хг} 


ЯХ 


го{р = Җа х гуа 


4-22-41 关于 矢量 方向 导数 的 运算 例题 
ШІ ба = ЖЕ, ЕН 
(a + Yb = grada - b) — a X го 
ЦЕ: 
а X rotb = a х [Ç х b] 
= V(a Ь) — (а, wb 
一 grad(a • b) — (a + ҮЭ» 
ЛА ABU IS Е НИК. 
12 证 朋 
(b - Vpa— alb : grade) + pCb. уда 
ЇЕ: 
(Ь» оса — (b - vrat+ (b - vp, 
= фФ.(Ъ + v)a + ab - үр) 
= (Бр, ya + а(Ъ • gradø) 
013 证 明 
(сс yla ХЬ) =-ах (ес-ү»-ЬХ (с. Фа 
ШЕ; 
(с. Wa x b) = (е: уа, x b) + (в - Va x b.) 
= a, X (e - Ұ)Ь — b, х (c - va 
=a Xx (<. — b x (е: ха 


4-22-5 其 他 类 型 的 例题 
#1 ШЕПН 
(a x ç) x b = (a - ФЬ + a X rotb — adivb 
ШЕ; 
(a x Ç) X b = уба, b) — абу · b) 
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= a x (ÇV X b) + (а. >b adirb 
= (а, Tb +- а X го — adivb 
862 ШИ 
(a хо) X Y = --2а 
Ш: Ж Б-г RAHI 之 结果 中 ,得 
(a X V) X r = (a + V)r + a X гог — adivr 
=а—3а 〈 用 辅助 公式 6,7,9) 
= --да 
943 ЧЕН 
(У Ха) X b = —(a + ç>b — a X rob 
“- тоба X b) -+ adivb 
Е; 
(V Ха) Xx b = (У ха) X b + (Ç ха) x b. 
== —(a. X F} X b + rota X h 
= —(a X V) X b + rota X b 
= --а X rotb — (а, Y)b -+ adivb 
+ rota x b 01:1::88:1:3 
814 ЧЕН 


(a + ув — уба - a) — a X rota 


ЧЕ; № (а-а 一 《ar 中， 所 以 利用 公式 
(А. ВУС = -Ах (B x C5+ B(A + С) 


(a + уда = —a X (Ç X a) + 5а, = a) 
- ах гога 十 — У(а а) 
例 3 证 朋 
V X p — СУ +гор)г == 0 
证 ; 
үХр- (СУ ° rotp)r 


a 165 ч 


= Ç X p — (У. (rotp).)r — ( ° гирэг, 
一 тор — (гогр + V)r — rdivrotp 
= rotp — гоїр = 0 
Е № (rotp + yðr = тор, divrotp = 0, 
|Б ZL v — o X r, о = НЕ ПЕНЯ 


grady? = v X тосу 


ÜE: 
grady? = ргаб(о X ry 

== gfTadfeonir — (о + ғу) 

= (иг? — Соо + rY) 
аг VW + г)? 

= lwr — 2(@ + г) (г) 
= lwr — 2(@ + ғ) 

= 200г — (œ * до) 

勇 一 方面 


v X гобу = (@ X r) X [V X (@ X r)] 
= (о X r) X (осу г) — (æ: Үл) 
= (w X r) X (3 — о) 
= (0 X r) X 20 
= (or — (œ + гоо) 
与 втаду? ШИЕ, 
МТ 设 v 一 wm Xr，%® Ха, ПЕНЯ 


(w° Vv = — roty > v 


Ш, В 4,6 得 


(у * ўз = (У v) — v >x готу 
一 > grady? — v X rotv 


— — v X rotv — v X roty 


«1664 


- УХ roty 


— l ыу x v 
2 


8 ik a,b,c ох, ЕН 
рта4(а, (b x c)) = (ах bydive + (b x (а, v)e) 
— (a X (b .ye 十 cycl 
式 中 ，cycl 表示 将 a,b,e {ЕК ка ЖЕПП НУ ДЫН А ААА. 
ME: 
由 4-22-1 1792111 99, 
grad[a - (b x c)] = [Ca X bì- үс 
+ (a x b) X rote + cycl 
Н РАЈ 知 : 
а x b) + є]е = (a x b)dive — [a x (b. yic] 
+ b X (a+ yc + гое X (a x b) 
ЖАА Е, КИЗАТ Ж, 
219 证 明 
[(b x c) - çla = (b x e)diva — [b x (e • 5а) 
+e x (b. ма + гаа X (b X c) 
证 : 
[Cb же) - V]a = [(Ъ. X е,) • Vla 
= Ç X [a x (b, хе,)] + (b, xX e, XXV a} 
= (b x c)diva + Ç x [a x (b, Хс,)| 
我 们 得 到 了 所 要 求证 等 式 右 边 的 第 一 项 及 v x [a x (b,x с,)]. 
М үх [ах (b, x cei)] 逐步 化 出 第 二 三、 四 项 ， 
УХ [a X (b, x c,)] 
= V X (b,(a :е,) — еба • Ь,)) 
= V X b,(a - с.) — V X e,(a + b,) 


v xb (a:e, = V(a + e,) X b, 


ч 267 = 


一 (в, X (V X a) + (с, - Val ХБ, 
一 —b, x (с, * уда + [e x (Ç X a)] X b, 
一 — x (e. ма + [© X (V Хад X b. 
kb ЕПТ # а ШОШ СК [е x (V ха) x b. X 
—V X e,(a - b,) = —V(a + b,) X e, 
一 —[b, x (v X a) + (b, + Vja] х e, 
一 一 [b. x (V X a)] Хе, — (b, - v)a X e, 
= с, X (b. + ya — [b,x (v Ха) Хе, 
=e x (b . Ç)a — ib, x (Ç хад хє, 
此 外 得 到 了 等 式 右边 的 党 三 项 太一 [b, x (ç хад хе, Ж 
25 АУРУ ЭЭ: 
(е, Х (Ç X a)i X b, — [b, x (v Xx a)] х е, 
= (У Xx ab, • е) — e,[(V X а). Ь,] 
— (Ç X a )Xb, с,)--Ь4(ү ха): е] 
= Б.У Ха) е) — elly ха), 521 
== [(Ç X a) X (l, Хе. )] 
== [rota х (b, хс,)| 
= rota x (Ъ х с) 
ШАП ТЕЕ Z S pu Д, 


4-23 мса 


利用 公式 (4 见 式 44-607) 
| тела = | T(m)4Š 


可 以 得 到 一 系列 积分 关系 式 。 现 举例 如 下 : 
例 1 Е ТСУ) = Vo Vo = grado, 部 得 


| gradpdV = | үшар = | neds 
‚р p 38 


例 2 > ТУ) = V +a = Ç * a = diva, 18 


+ 248% 


| divad ~ | у. вау = | n + ads 
F F Š 
ЯЗ H ТУ) = V X a = Ç X a = гла, HÆ 
| rotadV — | УХ аду = | n х ads 
Р у : 
例 4 ІН ТС) == X (а X b) == y. (a X b) = div(a x 
b), 15 
|, div(a x bdr = | v ‚ (a X b)4V = | п: (a x Ь)а5 
m 5 ІМ ТС) = V X (a X b) = vx (a x b) = rot( ax 
b), 5213 
| rot(a x у = | v х (а x bydF 


一 | n х (a X bds 
例 6 E ТСУ) = (a, S)b = (a: У, 85 
| (а ууБай = | (а, УЭЬАР = | (а < пуЬ45 
Р Ё 5 
ЖТЖ жы жа 9132 а ЗЕНОН Ж. ЭХ J rH 
ТО) = (а, У) HEME М. М № ТСУ) = (а. 
b, Ша ТЕ Ч ЛБ ТЕ, ЫТ 
(аг? Yb = (F +- a)b = ( + a,.)b - С ° a)b, 
= (а, * >b + ЫС ° а) 
= (а, * V)b + Бага 
于 是 
| Ca,- bay + | Баай 一 | (п. a)ba8 
HII 
| (а, ОҺАУ 一 一 | bdivadF + | (n а)Һа5 
Р F 5 
Н 5 5 Hy ДЈ a 在 积分 讨 视 为 常数 ,而 右边 两 个 积分 中 
HJ а ERR dpa Sg BA ХК. 
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ТЭЭ S JL AS Ж ХЛИ ШИНЫ ЭС fe rk, ШЫ, СОЦ 
分 关 杀 式 称 作 斯 托 记 斯 定理 ， 
首先 我们 引用 所 量 场 论 中 的 斯 托 克 斯 定理 ; 
Е ‚ rotads = | a + dÍ 


式 中 : ауданы; | ХНИК; S 为 张 于 环 路 上 的 幅面 ; 45 
为 面积 元 ; dl 为 窜 环 路 方 同 的 线 积 分 元 ， 环 路 方 癌 与 曲面 上 人 尾 一 
дини n АЕ ЕЕ A, 
现在 分 神 胀 证 出 儿 个 前 用 的 公式 ， 
公式 1 
| ea 一 | n X рга4афа$ 


一 (а x 9945 
ШЕ: Фил ЕВ ХЭН, ! 
£ ` | wa 一 | g ` pdl = | Cog) 。 4! 


rot ор)" nds 


4 


‚^` (Ç X pg)as 


-| 
-| 
-| п. (Үш X gds 
- | 


4 


‚*` (n X Үр)44 


ш 


= =. | (ах 99245 
由 于 gg 是 任意 常 和 天 量 , 因 此 


fal == | (n X %02)45 = | а x gradodŠ 
5 3 


一 | Cn x Ү)ф48 


[а x dI = — КЕ x V) X айд 
证 : 
[а x dl = | (ал Наука, К) X dl 
-1Х (а.а ух | ай + k x | а,41 
= 1 х ЁС x V)>a dŠ + J] X | (n x %2а,43 
+ k КС х уув, 25 
= — ЁС хү) X (ait a j+ а,Е)45 
== — ЁС x V) X adŠ 
公式 3 
| фегадф • dl == | Cerade x gradb) • nds 
== — | grado .4! 
ЦЕ: 
| агаад + di = | n .rot(wgrsd6)d8( 斯 托 克 斯 定理 ) 
- |, 


n. [УХ (фргайЬ)]45 


А, 


в . [Fg X (вғай4Б),148 


+ | n - [F X дғайБ|о,435 


[5 
V X gradó == rot gradé = 0 


С Е 
|, werads ‚ dl = |, [grade X gradé] ' nds 


+ 471 * 


将 式 中 的 p.b АЖА, ИЗ 
|, [grade X gradb] * паб == 一 | grado * 4! 


Ят, 
| фитадб.41-» | [grady X gradh] - nds 
! 5 


= 一 | ётайд ‘dl 
公式 4 
| а ` di)gradb = |, [Cn х V) • algradbds 
ПЕ: <> e ZJ SR RE, WI] 
с. КС ‚ dDgradb = | (а • 41)(с • gradb) 
一 |. [7 х (©: отаар)а] + nds 


= |. п. [У X a(€ • pradb)]aS 


ғ 


一 | Са x ЧУ), alle” йга46)48 
=g Ке x Уус а!|ггай545 
A e DERRER Е, ате 
| ба ‚ dDgradb = | Г(п x Уг alrradbads 


注意 ,这 里 grad 在 ТСУ) A фо ,8П 52 ЕН ЛЯ ДУ КН 
ЕЕ (m X у) -a 和 gradi 的 乘积， 实际 上 
[(n X V): ангаа» 
= [о X Ñ) + al(grad5), + [(n X S) а ]grad5 
= gradb (п X V) + a] + (a - n X vrrads 
4-24 ”二 重 可 算 子 的 定义 [5 


TEN НРАВ ЯЕ Кап, #2 М а ҢЕЛ] div ртайф(у + Уф), 


. 172. 


rot агадф(\у X Со), grad ауйСҮү(-В)), div rotR (Ç (Fx 
R>) 和 rot го Су х (Ç xX Ry, R PRE Py ЖЕ) 
H., HTHH, FASIA TEVA TRS., RT 
НОУ ЛЭХ МАЛА НЫЛ ЗЕКЕ ЛЕЛ, ВОН АЖ 
例题 来 介绍 其 运 自 方法 ， 

定 尽 ”对 在 一 个 表达 式 中 售 有 两 个 闷 和 对 每 个 立 分 别 为 线性 
НА, ТСУ,У), "ГЭВ ЛБ: 

(1) 0-0 УЗЕ ЕНЕ Ж, ВИ ТЕ е 
的 天 量 P， 再 控 一 般 定 义 《 例 如 第 二 定义 ) 理解 TO, Y) ХЩ 
ї(р, Уу) 简写 为 Түр). 

(2) 在 T (p) 中 将 p Уу, Е ЕМУ T CS), 
Вто ЖИП ТОСУ, МУ), 

ЕЯ АННЫ УД T (V Y), MER 
ш ЧН XK p， 人 然后 再 按 定义 写 岂 Tip, V) 的 
ОЛД 

Түр) = Т(р, У) 


О и Ә 4 Ə 
3 Г(р D + gy P j) + 57 T(p,k) 


于 是 
ГСУ, эг ӨС 


~ TG) + 2 2-1 С + 2 T Ck) 

- А (2 TG, 十 +2 ТО, j) 十 2- TG,k)| 
-2-(2 тал + TG, p+ ETG) 
+£ |2 ray + ÊT, j) 2 та} 

一 = TG, + 55-708, + 322 га,к) 
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т 1 L + — , 
gyar СУУ E буг OPA був ` 


+- тк +- T(k,j + 9 ТС, В) 
“А aA „1 чи + до, , 
ОгОх 92 Oy ) Әз! 


A 
д? g? 5: д? 5: Эз 
Әудх Әхду Әудх | ӨсӨу Өхди ӘдхӘх 
故 上 式 又 能 写成 


гСӯ у) = УТ + 5 тр --- TCk,k) 


cj? в № 8 
-----ЇТ 1) + 
9х9, [ (1,3) Т (3,131 


9° . 
+ 95 [T(j, k) + T(k,j)] 


О” . . 
+ 5.22 ГІТ(Е,1У)--Та,Е71 (4-66) 

ХАЖ ЖӨИ B E kE ТСО, У) ЖЕУ, ЕЖЕ 
说 明 这 个 结果 是 怎 祥 得 来 的 ， 而 下 画 的 例题 则 说 天 这 样 定义 有 的 目 
的 是 为 了 建立 ТС, УУЛ! div grado WAR Z НН ВА ЯА. 
这 样 ,我 们 就 可 以 先 把 其 一 函数 用 基 一 ТС, У) ЖЖ, 然后 利 
Я ТУ, V) МЕИ, ЖЕНЕ ЦОХ ЭРЭЭ 
上 来 ,由 而 完成 去 算 的 过 程 . 

FIBA НИ iB ТС7,7) Bu S, 

例 1 {дл ГСУ, У) = (C - У) МУХ. 

按 上 述 ТСУУ,УЭ ШМ, 

T (p) = (р. Yje = (p * Уф) 


= р • grade 
М 
ТСУ, У) = T (N) = У + grado 
= diy grade = (ç * V)@ 
=] П, 


(УУ. Yp = div grado = Я * ур = (9, У)ф 
Жең (ү, V) H V ARR, НИ 
СУ. Уур div grade — Үр = А!р 
8602 ЫН TCO, VY) = Y X Vo 的 含义 
ГЖ ТСУ,УЭ 的 定义 ， 
T (p) = p X Ve = p X grado 
ТУ ,T= ТС) = УХ grade = rot grado 
= V X (үр) 
由 此 可 见 ， 
9 X Уф = rot grado — V X (үр) 
3 А T(V, Y) = YY R) МЕХ. 
ЖЕМ ТСУ,У BEX, 
T (p) = p( Ç * R) = pdivR 
T( ,2 = T CS) | мау 一 grad div R 
н, 
($ + R) = grad divR - убу, R) 
14 АН ТСУ,У) = У (У X R) 的 合意 ， 
ЖЕЖ ТСУ,У) 的 定义 ， 
T (p) = p * (Ç х R) = p + ro: R 
TOY Tv) = Y + rot, = div rotR 
由 此 可 见 ， 
S (УУ х R) = div rotR = Ç + (Ç x R) 
#5 МЕН ТСУ,У) = Y x(V Xx R) 的 含意 . 
ІНЕ ТСУ,УЭ ЕКЕУ. 
T (p) = p x (Ç x R) ~ рх го 
ТО, У) = T,( S) = У X rotR = го гик 
由 此 可 见 ， 
Ух( x R) = rot rotR = ç x (ç x К) 
8146 ШИН ТСУ, У) = СУ. У) 的 含义 ， 
Е ТҮС, УУ) НЕХ, 
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T (p) = (р, V)R 
=? (р. DR + 0 (p. DR + 9 (p+ ЮВ 
Ox бу Q z 


故 
ТСУ,Уу- ТУ) 


[E ов + 2а. шаны 


o 

Өх 

+ Ён (2- (ij: DR + 2 ‚<. DR 
y 


+2 (je юв) + Зэ (k. DR 


де 
+ 9 (к. рв ч. (k. юв} 
ду 5, 


2:3::5: 
G+. i= 1,033: j= 1, (k. k)=1 
Са е Ју) = Ср = 0,653» ЮК) = (k. j) — 0 
(k+i)= G + Е)--0 

最 后 得 


С“. УЖ = В+. В+ R У 
Әу! Эк? 


КОБА ЗАТЕ, АЕН VR л, 与 YY) 及 
= = АК 的 定义 相 比 较 , 可 见 
SR = FR 
网 此 
(У. В = УВ 
ДАНТЕ ТЕН НД МЭЛ S ЕЕ ЗЕР ЗА n ЮЙ, 


+25 T(V, VAHER 
性 质 1 对 ТСУуу) 可 将 V, у Жуй ЗОН ЕТКЕ 
数 恒 等 变换 ,所 得 结果 不 变 ， 
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Ш: ТСУ,У) 经 过 变换 后 变 为 ИСУ,У) ЕЖ ТО, i= 
WOD 等 ,所 以 。 
а? . ， ә? .. 
Өз тан) p W (1,4): 


2 
T(Y,3) = 5. TG i+- 


=> Ё WCD + ` - 
性 质 2 2 T(p.q)= 0, ШІ ТСУ,У)л 0, Ар, q Z 


任意 两 矢量 场 . 
ЇЕ; T(p,q)= 0 ЖИ Та) = 0,-.., 70, Ј) =0, $ 
等 ,由 表达 式 (4-66) 直 接 可 知 
ГОУ.) = Ü 
性 质 3 Ж Т(р, р) == 0, M ТС, 7) =з 0, Ар ХЕ 
意 天 量 场 ， 
ЇЕ: ЖІК T(p +а,р T q), Еа Хр Ежа, 
于 ТСУ,?) У У, pn] E hk 
T(p+q,p а) = T(p,p Ра) + T(q,p + q) 
= Т(р,р) + Тір,а)-- T(q,p) + Т(а,4) 
根据 假设 了 (pb +q,p +4) = 0, Т(р,р) = 0, T(q,q)= 0, 
因此 ， 
T(p,q) + T(q,p) = 0 
8) 
ТО ТО = 0 
T(j.k) + T(k,y) = 0 
T(k,i + ТО,Е) = 0 
由 ТСУ.У) 的 表达 式 直 接 可 知 
ГСУ, У) = 0 
性 质 4 ТОСУ, У) {ИЙ ЭЭ ЖИМ ЛЭЭ, 
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ЇЕ: 1 ТСУ, У) 的 定义 ; 因 T (p) = T(p,V) sI T KS ) 
都 与 坐标 系 无 美 , 故 ТСУ,У лт Т,СУ) 也 与 坐标 系 无 尖 。 


4-26 关于 对 ТСУ,У) НИЯ 


1 ЕВ CS У ЕН. 
ЮМ: ІН» 
(1,3) = 1, (4 3) 1, (k- k)=1 
G+ j) =0, (14 k) = 0, (k+ i) = 0 
ін СУ Ур WEM, 


1 
(9-%7е- 203 Do + за 
x 


Fp _ Өр _ 8: 
一 = + в: 十 “ун 
ТЕЖЕП (У * У) 以 St RARR., ШАЛ) TV RA, 
А СУУ). 
#2 ASHE (У.УЖ (R AREH) 在 直角 化 标 系 中 的 
表述 式 ， 
解 : УЕА, DOS rR В 即 可 : 


(V. yR =R LOR + SR 
ж 


R R PR 
R 一 АВ = + 4 
Ул AR Ga Роу би 


若 将 及 写成 只 一 Ri 二 Rj 二 RE， 风 


ОК, oR 
В — AR — (558 лан 
x = Ох“ E gy Оу" т ба: 


(28, + К, + К, \, 
Әх? ду? дд? н 
Q R OR O'R 
‚ (ER, p PRs + ERa y 

Әх? Әу: 9%: ) 


427%”, 


= ARA + AR, + AR,k 
一 AR À+ AR, j +åR,k 
$4 3 ПЕНН rot rotR = grad div R — УК. 


rot rotR = УХ [x x К] 
= (s + R) — СУ. ЧК 
= grad divR — YR 
一 grad ЖУК — {К 


м шл Ү(1)-У(4)-0, ro, 


WE: 
(9-79-00 
f 
-7 (+) 
r 
--Г 
=y» Е 
一 一 开辟 rr 一 rr 二 
r r 
一 一 二 一 (Fr ==) 
г? үзу 
3 3 
Top Т 
== Ü 
例 5 ТЕН div rotR = 0, 
ШЕ: 


diy rorR = F- (Y x К) 
H р. (рх К) = (рхр): К= 0: К = 0, HHEH 3AM, 
У, (V x R)= 0 


Вр 
div ТОЕ = 0 


816 证 明 rot ргайр = 0, 
4279. 


HF; ШТ 
rot grado = “УХ Ур 
ІҢ рх po = 0, НЕДЕ 3 ХІ. 
S Х SZ == Ü 
即 
rot grady = 0 
7 #7 diva = 0, ШІ го? гог rot rota = үСүар»у) 
证 : 由 于 
rot rota = grad div а — va 
{8 Е 9] diva = 0, м 
rot rota = --%”а 
于 是 
rot rot (rot rota) = 一 rot тоқта) 


= --штай div(v’a) + (ха) 


而 
divy(V?a ) == —div rot(rota) == D 
所 以 
rot rot rot rota == ура) 
@ 8 ТЕН 
ОЗАР = АХБ + 2gradd + grad B + BYA 
ШЕ; 
VAB = “АВ 
= (У ‹ УуЛВ 
= (У: VAB) 


== У. (A,B + FAB.) 
== 7 e ( AN B + В.А) 
= (Яв гаа8-Р Вяга44) 
= + Ч. ога4В + “У + АбогайВ), 
+ "` + B.grad A + 57. B(grad A), 
= A + gradB + УЛ • (grad B ), 
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+ Boy + rada + SD s (пгай А, 
== фу * УВ + gradd + prad B 
-+ B.V + vA gradh • gradd 
= AİB + сргай 4 ‹ сгаав + BYA 
#9 证 明 
УС Аа) = iya + ay A+ 2(ргай 4, ҰЗ а 
ME: 
ұқ Aa) = СӘ. FT)Aa 
= КУ, Vda, + КУ + V)Aa, + ЕСУ, 57740, 
= (A'a, F 2ргайЛ - grada, Hay A) 
+ jJKAV'a, + 2gradA + grada, 十 а,%7/4) 
+ КАУ а, + 2ртаа,4 + grada, + а, A) 
一 А (ia, + ya, + Ка.) 
-+ 2 [(Сога@ 4), Z] (ia. + Ja, + Ка, ) 
+ (ia, + ja, Ка, УРА 
= Aa + ат А -+ 2(ргаа4. 3а 
变换 过 程 中 应 用 了 例 8 ЕЛА, 
例 10 正明 
grad div( Ма) = (gradA)div 4 + Agrad diva + 
gradA х rota + (а + V)grad 4 + (pradd + у)а 
Ш; 
grad div( Жа) = grad (F + Aa) 
= grad( 7 Aa + У: Aa.) 
== grad( Adiva + а + gradA) 
== УС Айза) + «(а ағай 4) 
- V (A diva) + СА) (diva), 
+ V (a, - grad A) + S [a + (grad A),] 
= Lvwdiva + (вгай,47301У/ 
-- а, X (CZ X gradd) + (а, + ӘУҘргай А 
+ (grad 4, х СУ х А) + ГСвгаа4), • Fla 


3431 Ф 


= Agrad diva + (стай 4Уйу 4 + grad 4 
X rot4 + (a - VgradAd + (атай, қа 
(7 X ягайл = гос gradd = 0) 
例 11 证 明 
го! гоё Аа) = grad A X rota — ay’ A --(ас VgradA 
+ Arot rota + (агаа Ма — (grad4 + Va 
证 : 
rot тог Aa) = rot( X Яа) 
-то( Ç X Ча + V x Аа.) 
= rot Arota 十 gradA х a) 
= УХ (Агоѓа) + Í X (gradd Ха) 
= Ч x (Ялта) -+H УЛ X (rota). 
+ x [rnd ха] + x [gradA X a] 
= ‚у x [V ха] + gradd X rota 
+ (gradA),(S + a) — [(grad A), • ` ]a 
+ (а, * V )gradA — a, CY • gradA) 
= Arot гога 十 огай х гога 
+ Сега 4 )( diva) — (grad A + V)a 
+ (а: е )ргад 4 一 ау? 4 
例 12 ШОН үт — 0. 
Ш; PH 2 得 ， 
vir = цих + ууу + Ку = 0 
13 证 明 Ver 一 过. 
ЧЕ: 
Vir = div gradr = div (=) 


F 
ү 
r r 


. 202 = 


НЭЭ ши r?r 
-3—4 
r r 
一 二 
r 
М 14 ЕН у" = „(я 十 12r 2, 
Ш; 因为 
Оу" = йг” р 
所 以 


ұз” = ( + Уу" 
= ХУ Ç+” 
= y nr" T 
= p» nr" ° + nr + pP 


=: yr- E — 2)yr* r + ін" 
r 


= nr" (n — 2 + 3) 
= (в + 1)r* 2 
Й 15 Ши-- ҚК”), Ж үх, 


к; 
Yiu == “и == (ХУ, )u 


= (Су + “и) 
- (v re) Z.) 
" 
= 7. L 
y 
= (E) Yer +y - г. 
Г ие r 
изн иж. 
4 тїт 


» 183. 


= y” “Б 2 
y 


--,”-- рі 


916; 证 明 yE o, Rh a RRE. 


ШЕ; 
ЖЕ = )=div grad ara 
r r 
а ° F За • r)r 
gad HE э. _ Aa oE Сны 4,8) 
буа = J-2 =a. Y= 3(a + г) 
Г 


r 
— 3rgrad Larr) 
r 
—5r | 


-9 T) 3r. [а (а-г): ; 
r ғ r 


_ _ Жазғ) Зак) 15(a.r) 
ғ г? r” 
— 30811) 
r 


故 
с: баг) _ -ЖҚазт) | (8.1) 
ri r? ү? 


= Ü 
#17 ла Хи S EL EHA 
a + grad(b + grad) = b + grad(a + grade) 


тай СЫ“ grado) == а - (b - V+) 
== (b - Va- Уф) 


= b- V(a - Ye) 
= b » grad(a + grado) 


а • 
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427 ”格林 积分 定理 


利用 公式 
| тат = | TCn)as (4-67) 
取 不 同 的 TCYTY), 还 可 以 推导 出 一 系列 有 所 谓 格 林 积 分 定理 ,例如 : 
格林 积分 定理 1 | 
| сауга + (gradA + grad B)]4V 
-1,428 s (4-68) 


式 中 “2 为 法 线 方向 上 的 导数 


ЇЕ, R ТСУ) = V + (С.АдгааВ), W 
ГСУ ) = ХУ (AgradB) 
= Y «(К AÁA.grad B) - 574% (grad B ), 
= 4,57 + gradB + (gradB), VYA 
= Adiv gradB + gradB + отаа 4 
= AViB 十 pradÀA + oradB 
T(m) = т. AgradB = Agrad, B = А 28 


ЁАОХС4-67 АД 85 Si яа, 21264-68 у Ни 
TH, 


格林 积分 定理 2 
3Н-- ру? _ SB „od _ 
|. (APB — BV: Луд | (4 28-08 =A) ds (4-69) 
ЇЇ: 将 公式 (4-68) 中 之 有 44 换 成 和 将 BB 换 成 4 得 
| [BY А 十 (gradB + grad ААУ = |в 22 45 (4-70) 
Р Ж 


2464-6888 5,(4-70 5 ЕРІТЕ ІН, ААВ 
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量 格林 定理 ， 


格林 积分 定理 3 
| (rota • rotb—a • rot го БТ = | Ca x rotb) * ша$ (4-71) 


ШЕ: № ТСУ) == V + [a X rotb], ДІ 
ГОУ) = У + [a X roth] 
= [У Ха]. rotb 
— [ X a.] - rotb + [Y X a] + (rotb), 
= rota + rotb — а, • [F X го] 
= rota . rotb — а + rot rotb 
Т(п) = п - [а X rotb] 
代入 公式 (4-67) 即 得 所 需 结 果 ， 这 一 公式 通常 称 为 第 一 矢量 格林 
КЕЗЕ, 
格林 积分 定理 4 


| (Ь+гої rota — а + rot rotb>dV 
F 


== | [(n Ха) roth — (n Xx b) + rotalds (4-72) 
5 


ПЕ: 交换 公式 64-71) 中 的 a УЬ, 将 所 得 结果 与 式 (4-71) 相 
减 即 得 所 需 结果 。 这 一 公式 通常 称 为 第 二 矢量 格林 定理 。 
格林 积分 定理 5 


| Cdivadivb-+b -grad diva 9 И 
— | Свуахсь -ndS (4-73) 
ШЕ: № ТЦ) == S + (bdiva), Yi 
ГСУ) = V + (bdiva) 
= Y + [b(diva),] + 7 (bdiva) 
= (diva), + b + b, - diva 
= divadivb + b - grad diva 
T(n) = n - (bdiva) = (diva)(n • b) 
К.ЛАЛХС4-67Э ЭЛ ЕЕ, 


260, 


格林 积分 定理 6 
| а - grad divb — b . grad diva JadV 
у 


| [Ca .nydivb — (b .mydiva]d3S C4-74) 


ЇЕ, 交换 公式 (4-73) 中 的 & 5 b, RRR 927 55004-73 ИҢ 
W FH SRE ТЕ N. 
格林 积分 定理 7 


гч 


| [a • Б-Г гога + rotb + divadiyb]4V 
F 


一 | [п ха) «го + (n • а)ауб]а5 (4-75) 
8 


证 : № TC) = (У X а) - rotb + СУ + a)divb, ПД 
ТО) = СУ X a) + rotb + (`Z + a)divb 

= (“У X a) (roth) + Су X a.) + гос 
+ СӘ + a Xdivb), + СУ - a,)divb 

== rota + rotb — (Y X rotb) + a, 
+ divadivb -+ (а, +  )divb 

= rota • rotb + divadivb 
— (graddivb 一 Yib) а, + (а, • ӘУуйуҺЬ 


graddivb - а = ФиС + Db) а, 
= (a, * v XX + b) = (а. + Z )divb 
[эн 
ТО) = rota + rotb + divadivb + a + vb 
T(n) = [n Ха] rotb + (n - a)divb 
ЛАС УИ ЛТ а Ж. 
格林 积分 定理 8 


| (a Th — b > viaydr 
F 


= | (п s ajJivb — сп s bòdiva 
5 
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+ (п X a) rotb — (ОХЬ) гота] 45 (4-76) 
证 ， 交 换 公 式 (4-75) 中 的 a 与 b， 将 所 得 结果 与 式 (4-75) 相 
ЛЫ 19771162 334 Ж. 
格林 积分 定理 9 
| савм + bdiva — a X rotb — b x rota jd 


= |. [aln . b) + b(n *a) —n(a * Ь)]45 (4-77) 


ЇЕ, № TCZ) = СУ + bba - (У + a)b — (a + b), № 
T (V) = СУ °: bba, + СУ + Ьа + СУ ° a,)b + СУ аж, 
- (а. b) — Уба + b.) 
= adivb + bdiva + (b. • “а + Са, Ур 
— а, x (У x b) — (a, Y)b 
— b, x (Уха) — (b, ' va 
= adivb + Ddiva — а X го — b X rota 
Т( т) = (n -bja + (n - a)b —п{а-Ъ) 
RASA- BRNIE sh Ж. 
格林 积分 定理 10 
| [та -+ (a + ç)bl14YV = | a)bds (4-78) 
证 ; R (У) = (У ‘а, ДИ 
ТСО)- (У + a,)b + (У аж», 
= Буа + (а, Ç )b 
T(m) = (а, a)b 
RA AAC- ЭВЭР ІІ. 
格林 积分 定理 11 


| рта 4 • roivar = | n + /Arotvads 
7 5 
一 | п - (v X ргай/4745 
5 


Е: М T(V) = У (v X gradA), ЙІ) 


1865 


T CS) = У + (v, X gradd + У + [УХ (gradd), ] 
= (grad A): (Ç X v) — м, ‹ (V X gradA) 
== ргайЛ * гоу (`Z X gudd = 0) 


另 一 方面 ， 
ХУ» Arotv == ЗУ + Aroty + УЛ + Crow), 
== Adiy roty 十 гай! » rotv 
一 :grad + rotv(div rotv = 0) 
= T (`) 
НХ. 


T(m) = n (у X grd) = n + Arotv 
А t K(4-67 МИРЕ. 
格林 积分 定理 12 


| [Arot roiv + vo A + (дуу Ygrad Ч] dV 
y 


жа | [An X roty + (п ху) xX gradA 
18 


+ (п - Уу) га44 145 
ПЕ: М T(S7) = VA X ги + (у X v) X gradA + (57% 
v )gradA, № 
T(V) = FA, X rov + УЛ X (гоу), +: СУ X v.) 
x gradd + (N X v) X (gradd) 
+ СУ + v.)grad d + СУ + v )(grad A), 
== Arot тобу + итай.4 X roty — gradA X тойу 
+ vY + gradd) — (уз, * grad A) 
+ (V. ° V Opgrad dd + (Етга4442,(У + v) 
== Arot тойу + VYA + (divy grad 4 — v, 
x (Z X ргаа 4) — (м. + У )grad A 
+ (ә, У )grad.4 
= Arot rotv + у? + (атуу )grad A 
(Ç X gradA = 0) 
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ТСпу- An X rotv + (n X v) X gradA + (а » м)ртай А 
ГСАУАЛХ(4-67)8 ӘЛ ти Si P<, 
格林 积分 定理 13 


| [Arot тота + av24 — (a + VpradAldV 
y 


шин | [An X rota + (n X a) X ргай 4148 
5 


ПЕ: № ТОУ) = (4 X rota) + (У ха) X gradd, Й) 
ТСУУу- УСА, X rota) + V [A X (rota) РОУ ха, 
x gradd + СУ X a) X (атаалх, 
= Arot rota + gradA X rota + a, (Су * gradd) 
— (а, * ргаа4} + rota ж агай 
= Arot rota 4-аү14 — a, X СУ X grad4) 
— (а. - “Уургай 41 | 
= Arot rota + ау?4--(а чүү) гал 
Са, x (СУ X gradd) = а, X rotgradA = 0) 
故 
T(n) = n(A X rota) + (n X a) X gradd 
= An X rota + (n X а) x gradd 
代入 公式 C4-67) 妈 得 六 党 结 打 。 这 一 公式 通 第 和 你 为 天 量 一 标量 格 
ЖЕЛЕ, 
通过 选择 其 他 的 ТОСУУ 还 可 以 推导 出 许多 公式 , ГА АҒАНЫ 
一 些 常 用 的 情况 .格林 定理 在 电磁 场 理论 中 有 重要 的 应 用 , 
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4-28-1 复 矢 量 函 数 的 梯度 . 散 度 和 旋 度 的 定义 


ЯЗ Ф(х,у,л) ЗОХИЖ R(x,y,z) 和 а(х, y, х) JARE 
HAED ВУ ВВА), Шилэн 
ee eeg 
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ОК 
divR = Әк, + — 4 OR, 
Өх у Ох 
(R =iR, + jR, + КА, ) 


ƏR | 
го! В == = ==): + (2R. 985) 
‚Оў Ds 


‚ Өз Әх 
OR 
+ (5; 57) в 
i 3 k 
ә ә а 
Pr Әу дж 
R, R, R, 


R за “Л” ЕНЕ a 的 “ 幅 值 "定义 为 
.0 В, -В + a, 2-8 
(а == а, + да, + ka,) 
МАЕ, в РА РА ЕНЕ ээр АНН, [А ХЕ T ӘЗ 
Ж ГЛИ. WES Л ЖТ = < Bš 
21-95 419. 9. 
v=: Ох tj Оу tk Q z 
HASA VARBA, УЕ БІЛЕМ 
Ба, ШН, ЕЕ, E Ap НУ ТЕ А: — 


Е, PH 4-2 下 中 的 表 1 完全 不 变 。 这 里 不 再 重复 ,我 们 只 写 出 儿 个 
最 主要 的 定义 结 宁 : 


Уф = grado 
v. R — diyR 
v x R = го К 


R—a, L R+a Š R+a. R 
(а + v) а, әс 十 а, ! By + a, TP 
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4-28-2 RH ТО) HENN 
ЗСА ЕНУ ОУН Е, RH ОН РА ЖАН, ЖАГУ ҖЕ 
的 表达 式 ГСУ) (ЕЭ F yE МСЖ У): 
9 R Ө . О 
Т 一 — TG) + — T ---Т(Е 
(У) Эх (1) 9) CH) + 32 СЕ) 
тор Та,тТо), г уж ЛЕ НУУХ, P ХУЖА ДЕН ЗЭ, 
由 此 定义 可 得 : 
ð. о. 9 
1 = — — —— k 
(1) “т дб әх Ф 
2194Ф |49Ф р дф 
‘Bx lay Әз 
== grado = үф 
APP ХАНЫ, ІК р = Кеф + Ime, Ш 
Үрээ Кеф + iVlme = вгадВеф + (та ]тф 
= Кер + Vilmo 
(2) V .R=—= TR) + -2- G.R) + Z. (Е. В) 
Әх Әу Өв 
Әх u ду + Әс 
= div R = v - R 
= diyReR + idiyImR 
= V * ReR + ¿ç + ЊЕ 


G) V x R— -9 G x R)+ oO (j x R) + 2 (k >xR) 
Эх Dy Әз 


= totR = v x R = го Ве В -+ irotImR 
= Ç X ReR + ¿v X ImR 


(4) (a,. УВ = -2 (a, DR + -aa DR 
Өх Оу 
o . 
+ Č (a, ук 


= 202 » 


= (a + v )R 
Харах лэ, 


4-28-3 TCV) ЕЩ 


ЕНЕ ЕНІН РА, PAER GEWE Pj ВИ) 
т RA ТЕЛЕ: 

(1) МЯН ТСУ) 都 可 将 号 看 作 矢量 进行 恒 等 变 换 , АНЯ 
ЖАЯР, 

(2) 如 果 在 式 子 T(V) T) ЛЕ НУ А ( 数 积 、 
标量 积 或 矢量 积 ), 那 么 共立) 可 表示 成 两 项 之 和 。 在 一 项 中 ,一 
КОТ, ОЗЕРА) ВТА; ПЕЛА ГН, ЭВМ 
数 , 也 不 受 微分 影 啊 ， 

(3) 如 果菜 一 ТСУ) Нах 7-1 Ту) 与 一 个 以 条 
8455 (ЖЕ, МЭХ, УЗЕЛ ЛАНУ ОНО yI РАЯ АНУ 
图 数 之 乘积 , ТОСУ) AETAT IOT E AAAA Т,СУЭ 
ME yE J И > ЭН. 

(4) 对 TOV) 有 下 列 积分 公式 : 

| тсуму 一 | Tas 
式 中 ,5 为 包含 V 之 封闭 曲面 ; п 为 朝 问 了 外 部 的 单位 法 天 量 。 

(5) T(V) 在 某国 定点 也 上 之 值 与 举 祭 系 的 选择 无 闫 《由 第 
一 定义 的 表达 式 可 立即 有 出 这 一 所》, 

(6) 汲 外 ,还 有 

таба Қт) = о? gradir), 
gradila г} = а 
АН, а ДКА. 
例 1 ЖЬ Xi X ur ШЕН gradeb'r = еэ 
ЦЕ 
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pradePr = уер" 


= err 
= ЕЕ grad(b + r) 
= eb-rb 
例 2 如 a U b ју, ЕН 
div(aeb'z) = b .Сае”т) 
Ш: 
div(aebP'r) = v + (ает) = 7. (aeP'r) 
= а. ebt — а a ber" 
= b + (ае?) (H БЕР) 
# a 为 变 乐 量 ,b 仍 为 党 矢量 , 则 
divaceb*r = V sach" 
= saeh" 
= y + aP ХУ eaeh" 
= а, + ер + eb+-rdiya 
= a, + eb'rb + errdiva 
= b ' (аср) + е” 'фїүа 
@ 3 шахта, b 2 Е, ПЕНЯ 
госае t — у X aeh — b X aeh" + et rota, 
ШЕ; 
готаеб'т = Ç X айт 


= V w већ" 


— 


m— 


“ха” + S X а(е”"Э, 


—а, X web'r + е” 'тоїа 


и 


=—= 


-а X Ье” + eb'rrota 
= b > aeh" - eb+rrota 
Жа, HAERE, M 
гогасР" = Ç X ает = b x aeb 


же ЭГ ТС Н Ж нін ARA, 
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第 五 章 ” 并 矢 代数 和 并 矢 的 微分 、 积 分 
51 并 矢 代数 的 基本 定义 


ЩА а 和 jh。a 和 bb 按 一 二 顺序 的 组 合 称 为 并 矢 ， 
a (Ej, b 在 后 的 组 合用 ab 表示 ， 称 为 & 和 pb 的 并 矢 。b 在 前 ， 
a 在 后 的 组 合用 ba 7,20 b Tapk. ATREA ab 
Ба 是 不 一 样 的 ,不 可 混 消 . 
RAJ R аЬ, 1) ba #27 ab НЕ Я. ПЛ БВ Я H, 
ba Hik EME ab, Ait, abi ba THRA. 
共和 撩 本 身 除 了 表示 它 是 站 个 矢 虹 按 一 定 了 顺序 的 组 合 外 ， 别 无 
其 他 意义 。 它 的 意 关 要 在 和 其 他 矢量 与 并 和 失 连 按时 才能 表现 出 
ЖЫЛ КЕН ИЛ КН РЕК НМЕ КД NX, 
(1) Cab) ЯП (ed) ТЯЖКОЕ ЖЛЕ Ж: 
(аЬ). (ed) = alb · ©d = (b : ad (5-1) 
ИЕ Хожу КУРЕНИЕ — i JF 2 Л АН F. НИ — 
УЗИ MAEA НЕЕ BJ TW OE ЁН НЫН. 
(2) ЖЖ (аъ) BRE едм РЯ: 
(аЬ) - е = a(b - е) 
с, (ab) = (с - a)b (5-2) 
ВДЕ Меш IMIRAA R RAMZ А АЖ Г F НЕШ, 
(3) Жж Cab) GRE еду ХЕ У РУБЕЖ: 
(ab) x c = alb x е) 
c x (ab) = (c X a)b (5-3) 
Бра М, ЕНТ ОЛЫ АНЕЛЯ Er )12 lJ F < B£ 
BARH R. 
(43 两 个 并 矢 的 双 点 积 定义 为 下 列 标量 : 
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(аЬ):(сд) = (а. cX b - d) (5-49 


Ё ж—,‚ ф=4-5с® н ж Л, ЮУ ЕНУНДЕ 
ЖЧ, 
(53 БУГ НЭХ ЗУ НЕ УУ FAHR: 
(аЬ) (ed) = (а x eX b x d) (5-5) 


Кр 28. ЖЕ НОНО О, ТЕХ 
ә) -9:18:59):4: 391879 

АА Н] ИЙ ЛХВЛ ОЛА ЛЕГ ШУА = Ж, 

ЖИВУ ЗНАЙ, АЕ НАУ RER 
ZR 815 labe) ER. 

РЕСМИ Мила, ИГРУ A TOE SA ЯЛ X. 

РЧЛЭГЖ X МЖ ГУА: 

(аЬ) х (са) = a(b x òd (5-6) 

БІЗДЕ 2 ДУ Со = )RIH 6 PN ж s 2k Ы Е А PE. 
的 三 矢 ， 


52 Жалшы ТА НУ ЖЕКА, 


设 有 并 和 天 ab, < a # b (£ АИ, 
а ол + a} а, 
b = 1 -- bj + b,k 
жо, 1,3, К 201 х, у, z ЕД ЕУ ЖЕ, a., a,, a, Ха ZE 
х,у, 轴 上 的 投影 ， 5,,0,,0, A Ьї х,у, Е, Г, 
ab „| 
аЬ = (ал + а,) + ,53(5,1-4-5,1--5,) 
我 们 定义 ab т АА АНАУ ЖОК ОЗА ЕН А ДТ 
132119 ЛА ЛЕНЕ, BD 
аЬ = a,b ii + a,b 3) + вр К 
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十 а,Ь, + а,5,)) + a ,b,yE 
+ ú, b ki + a,a,k) + а,5,8Е (5-7) 
注意 ,这 里 的 加 号 并 不 代表 并 矢 的 和 的 意义 ,而 只 表示 所 有 这 
些 并 矢 属于 同一 集合 。 关 于 两 个 两 矢 的 各 下面 巡 有 定义 。 
设 有 一 并 矢 А 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 为 
А = ай + asij + a, jk + а, + а,,33 
+ a,,)k + о, + a,,kJ + а,,КК 
этэн KRE л на А йу аЬ Ж, (ЕП 
把 它 写 成 男 外 两 种 由 三 个 并 矢 和 构成 的 集合 ， 即 
А = (asi + a,j + а, К) 
+ Caryl -{- a) 十 "ЭМЭ 
-+ Cari а, + а,,КОЕ 
= ал -Га,) 4 ak 


А = Кай arj + ark) 
+ Кода, ) + а,.К) 
+ klani + a,,) Hank) 
一 ja, + Ja, + ka, 
注意 ,这 里 a, = a, a, a,, а, = a,, 
ЇЙЛ ш L e М, ЕН ЖААЛ АН, ВА 
每 个 并 矢 的 两 个 矢量 位 置 互 换 ， 那么 我 们 就 可 得 到 À 的 转 置 并 矢 
А. 具体 来 说 ， 
А = a, l + a, Ji а, 
十 8,1) + а,,3)-- а,,К1 
+ a,,ki + а,, ЈЕ + а„„ЕК 
一 a i -+ a,j + a,k 
= ja; + ја, + ka; (5-8) 
ЫХ 和 人 久 的 表达 式 中 可 以 看 出 ， 只 有 当 
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Gd; T Gji (+, -1,2,3) 


ы, А-А хиа ын. ШЖ 
ад = —a Cik = 1,2,3) 


则 А--А, хє ОО КОЕ. 

жн» 3915] ЛЕК. 

ЕЕ ХХ РЯ: 

I = ñ + ЕК 

5155, Же НЮ 3072 1) mt, НЕЕ МХ) 

下 列 标 其 : | 
iA| 一 es + a,, + a,, (5-9) 

Вр 0,3), КЕ СТЕЖКА И. 


2-3 КЕТЬ А 


НЕЕ А УА ЕШ, uJ Е Hi — 
ЖЭЛ ЕЛЕНЕ Sk K. ME E 198 ГИ Л ЕЕН. 
Sab зей, А,В хэрх, Гуна, Fe A,B iÍ 
的 展开 形式 为 : 
А — (са) 
В = (ef) 
Í = ü + jj + kk 
下 列 司 等 式 成 立 : 
(1) Са-Ау-Ь-а.(ХА.Ьу-а.А.Ь (Ж ) (5-10) 
证 : 
(a. А). Ь Га» (ed) -b = [(а edi- b 
= (a -e(d - b) = a • [еса + b)] 
= а (cd) + h] =a" (À . b) 
(2) (ax A)xb = ax (Á xb) = ax Ax b (Ж) (5-11) 
iÉ; 
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(ах А) x b = [а х (е4)] x b = (ах ojd x b 
“ =(axoldxb)=a x [e(d x b)] 
=a x КейуХЫ =a x (А x b) 
(3) (a хХА).Ь=ах(А.Ь=ахА.Ь (8) 
(5-12) 
ШЕ: 
(ах A). b = [а х (ed)] - b = [Ка xod]. b 
= (а х elde. b) = а x [e(d • Ь)] 
= ах ((е4)-Ь| ~ a x (А - b) 
(4) (а -АУХЬ-а (Á xb) ~а.А хЬ (83 
(5-13) 
ЇЕ: 
(a. А) x b = [а . (ед x b= [(a • са) х b 
= (a с)(а x b) = а • [e(d x b)] 
а. [(с4) xX b] =a - (А x b) 
ДЕЛА, ШПНУЕХОНИ Бол br T Ze E EÑ 
0, АН АН АИВ НЫ ВЕНЕ БАЛАДА аі 
АЈ 128, ЖЛ 10) аа, ЯҺАП ЕН АЖЕ, 
НРУ EER, АЧ НЕ Е ЕЈ, БКО НЕ] PJ Ее КЕ zs Ж 
НЕЕ, BAUE J REDER. 
(5) (a. Ã) -B =a. (А.В =а.А. ВЖЕ) (5-14) 
正 : 
(а, А).В- [а + (cd)] + (ef) = [Ca • cd] : (ef) 
= (a 5634 еу =a» [eld «| 
= (a + (ed) - ef) =a + (А. В) 
(6) (Х-В8)-а-А.В-а)»-А.В-а( 4) (5-15) 
HE: 
(A.B). a= [(ed) - (ef)1 + а -= [e(d - ef] а 
= e(d-e)Xf - a) = (cd). Ге(Ғ»а)1 
== (еб), [(ef)- а] -А-(Ё-а) 
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(7) (ах Ay. Ë — a x (А.В) = a x А. Во) 
(5-16) 
ШЕ: 
(a x А). Ë – [а x (е4))-(6й) 
= Са x суа] : (ef) = (a x суса · e)f 
= а x [e(d ef] =a x [(ed) + (ef)! 
= a x (A . В) 
(3) (А.Вуха-А.(Вха)-А.Вха (32) 
(5-17) 
(А.В) ха =[(са). (ef)] ха 
= [с(а efl X a = e(d -eX(f ха) 
= (еа) • [e(f X a)] = (еа) • [(ef) ха] 
= Á . (Ë хау 
(9) (а.АДухВ-а.(АхВу-а.АхВ (+) 
(5-18) 
ШЕ; 
(а.ХухВ--і(а-(сау) х (ef) — (а • сХ4 х ед 
=a.» [e(d x e)f] = а. ((ed) х (еЁ)] 
а. (Á x Ë) 
(10) (a x A) x B — a x (Á x B) — a x À x B( = > 
(5-19) 
ЇЕ: 
(a x А) x В ~ ra х (сал х (ef) 
= [(a x ed] x (ef) = (a x еса x e)f 
= a x [e(d x ef] = a x (ed) х Cef) 
一 a x СА х Ë) 
705.14) (5.19 )& BB ЕН ЕЛІНЕ, BEREA 
RAELA- RE, Л ЭХ ЛЭХ, Z ХУРЖ ДЫН ЖЕР) 
ЖЕН ЕЕЕ БЕРЕЛ Ж ЖЕ И, ОЛ ке 
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的 运算 УЕ ВАРЫ BE E {ж „т DS SET K EE рауға 
HRA Ro ВЕ ИХ РЕН ЗЕ TI SS 1898-4161 81 ИЕ ЖЕЙ. 
(11) ах (b x А)= bla . А) — (а- БА (5-20) 
ШЕ: 
a x (b x А) = a x [b x (ed)1 = ах Г x ojd] 
= [a x (b x с)14 
一 [b(a - с) — e(a - b>]d 
= (a - c)bd — (a - byed 
= [b(a - cd] — (а - Ь)А 
一 bfa.(ed)] — (а - b)A 
= b(a . А) — (а, b)A 
(12) (А xa); b= Á (ахь) = А. (b X a) 
= —(Ax h)»a (5-21) 
ШЕ; 
(Аха) Ь-1 (64) ха] . b= [eld хау + b 
= e[(d ха) • b] 
= с[(а ХЫ). d] 
= cld» (a ХЬ)] 
= (cd) - (a X b) 
= À - (a X b) 
= —À - (b ха) 
司 理 
(А xa): b= [(ед) ха]: Ь 
[ed x a)] - b 
—[<(а x dù]. b 
—с[(а ха). b] 
= —e[(d x b) - a] 
= —[e(d ЖЬ)] а 
-1(еа4) x b] + a 
А х Ь) ха 


| 


| 


| 
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(13) (ахь) Á =a - (b x Á) = —b» (ах А) 
(5-22) 
ШЕ: 
(a x b) - А = (a x b) : (ed) = [(a x b)» е]а 
= [а (b хе) 4 =a - [СЬ x еа] 
=a - [b x (ed)] =a » (b x А) 


[Н] БЕ 
(a x b). А — (a x b)» (ed) = [(а x b) + c]d 
一 一 [fb ха) + e]d = —Ib : (a x еу} 
= —Ь • [Са x d] = —b - [a x (cd)! 
= —b - (a x А) 
(14) Аха).В-А. (ах В) | (5-23) 
LE: 


(Аха). Ë= [(ed) x а]. (ef) 
= [e( d x aĵ]. (ef) 
= са ха) + e]f 
= e[d - (а x е)]Ё 
== [(cd) - (a x e)jf 
= (cd) - [a х (еЁ)] 
= А - (a x В) 

ДАА, (5.20) -0(5.23 ИҢ, ЕЙ АН Е ТЕО 
ж, ны Б PN TP an Е.Ж Бі, ДЕА РЭ ЖИНА A 
置 不 变 的 前 提 下 ,可 把 并 矢 看 成 营 通 和 撩 其 ,用 矢量 代数 的 公式 对 表 
ЖЭ (та, 

(15) (b ҳа) x e = (ab — ba): e (5-24) 

НЕ; 

(b ха) x c = аЬ: e) — b(a - e) 
== (ab) - c — (ba) - е 
_ = (ab — ba): е 
(16) а.В-—-В-а (5-28) 
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证 ; | 
a - В = [a (еї)] 


= (a - e)f = f(a - е) 
= f(e - a) = (fe) - а 
-Ё.а 


ичн 


因 ЭП Ë = ef, | Ë — fe 


07) а.-Х.Ь-Ь-Х-а (5-26) 
证 : 
(a- A). b= [a - (ed)]- b 
= [a - c)d] - b = (a - е)са · b) 
=(е-а)(а-Ь)=с(4.Ь).а 
= [(са)-Ь]-а=(А.Ь)-а 
—_ь.А.а 
Сл 
(18) ахВ- —[(Вха)] (5-27) 
ШЕ; 
a x Ë — (a x (еѓ)) = (а х ef 
= —(e ха)? = —[Ке X 82] 


— и 
= —[(#е) X a] 


Га 


=- — [Ë х aj 


ағы; - И a 
(19) Ё. (ах В) = —(a х С). В (5-28) 
ШЕ; 
ë. (a x В) == (Ë x а). В [公式 《5-237)] 


a 


--(ахб).В [公式 (5-27)] 
下 面 推导 几 个 有 关 恒 等 并 舌 的 等 式 。 第 一 个 等 式 尤为 重要 ， 


它 是 推导 其 他 等 式 的 基山 。 
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(20) 1-а-а-1--а 
ШЕ; яшн ЕЖЕ М, 
Í — ú +- jj + kk 
于 是 А 
[.а == (1 + jj+ kk): a 
= la, + да, + Ка, = а 
a- Í — a . (ü + jj + kk) 
= аі + a,j + а, = a 
两 式 相 比较 ， 即 得 证 ， 
(21)1-А-А-1-3А 
ШЕ: 
Ї.А =Í. Ga, + ја, + ka,) 
= (Ï a, + 1. ра, + Кўа, 
= ia, + ја, 十 ka, [公式 (5-29)] 
一 及 
À . Í = Ga, + ja, + ka,) : Í 
= Ка, + Í) + Ка, - D + Ка, : Í) 
= іа, + ja, + Ка, = Á [公式 (5-20)] 
(22) Í xa =a x Í 
ИЕ; 
{ха—=(Їха)-Ї гА 530) 
-І.(ахі) [公式 (5-23)] 
== А X Ї [公式 45-307] 
(23) (іха).Ь-а-(іхЬУ-ахыь 


Чбхау-Ьь-1Ї-(ахЬьу-ахьЬ 
-(а.іІ)хЬ--а.(іхы) 
(24) Í x (a x b) = Һа — ab 
ШЕ; 


(5-29) 


(5-30) 


(5-31) 


(5-32) 


(5-33) 


1 x (а x b= (I. b>ya — (Í. ауЬ — ba 一 ab 


(25) (L xa). Á — a x À = (a x й). А 
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(5-34) 


证 : 
(іха)-А--І.(ахАу-ахА 
-ах(і.Ау-(бахі)-А 


5-4 НЫЛ, ДЕ 


有 了 并 矢 在 声 第 举 标 中 的 表达 式 以 后 ， 我 们 现在 来 给 出 并 天 
的 和 、 莽 、 微 分 友 积 分 的 定义 ，。 
ИОН А AB, втеу Е: 
А = а, + а,,1) + а, Е 
+ aJi + a,,)1 а, Ж 
+ а,„жі + a,,k) о, КЕ 
Ë рй bij + b, Àk 
+ 五 :五 十 b,j) + 5, jk 
+ baki + 5,,k) + b, ,kk 
А 和 车 的 和 定义 为 下 列 并 矢 ; 
R t- B = Ca, H b, Cany + 8,04 
+ (а,, + b,,3ik + (а,,- 5,,)Ë 
+ Cap t b,j + бау, + 2, 
+ Cass + ba dki + Cas, + 5, ЖЖ 
+ (a,, + b,,)kk (5-35) 
Ийе ХХН В ГЭВ СЕ УГОН ЖА 2 МЯЛ ЭГ 
Ra 
залах, А 和 着 的 差 定义 为 下 列 并 矢 : 
A — В = (a,, — b, ü + (a,, — Ё.) 
+ (a,, — bak + (a,, — 5,,33i 
+ Сау; — b, Ji + (a,, — bya 33k 
+ (а. — „КЇ + (a,, — Ф,,)К) 
+ Са, — b,,)kk (5-36) 
ж ЭЖА, FaR ЭЛУУ, RESI 
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АРИОН. 
FR А(х,у,2) = ИНВЕ Ур Г: 
А _ im А(х + Àxz.,y,z) — А(х,у,4) (5-37) 
Әх 54-0 Ах 
最 后 得 到 的 仍 具 是 一 个 并 和 天。 
Шалы аЬ, Ш ab # HA i НАЈ АЕ 
可 以 证 明 


lab) („9 да _ 
Әх 4 22)" (35 b) (5-38) 
并 矢 的 积分 ,我们 以 面积 分 为 例 , 定 闵 如 下 ; 

| Ads = У` АА5, (5-39) 


实际 上 这 就 是 并 天 和 的 和 极限， 仍然 是 一 个 并 天 ， 

有 J 了 并 舌 的 和 、 差 .微分 及 积分 概念 之 后， 我 们 奈 有 了 系统 地 
分 析 并 舌 的 基础 。 在 下 一 章 中 ,与 矢量 分 析 钼 类 似 , 我 们 将 引 八 天 
量 宰 度 、 并 矢 的 散 度 和 旋 度 灶 念 ， 并 证 明 并 天 冰 数 的 符号 运算 法 ， 
以 便 对 并 矢 读 数 得 出 一 种 简便 的 运算 方法 ， 
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Жула ЖЕЛАЕ ЕЈ ЯА 


6-1 ЭРХ Л ЭЕ A НЕ М. 


ңы Жи ААА АА Ж НН, {п 
ёс Блу h ШЕ У ЖАДЫНЫ Ф КАЈ grado, R ЕЕ R r 
КҮЛЕ div R Жк R УН rot R „ЕЛУ РЕЖ 
数 则 是 矢量 a ОБЫР grada, +519 А пу div А я) 9 
А т го А Sap, ДОЛ, Пк“ 
БУУ ЧЕН ЕЛ ХЫ ҚАН АЕ. 
ЕН, ЕЯ ОБ ЛЭЛТ, < 
ф 一 ф(х,у, я ) PR РАЗЫ, 
а = a(x,y,z) = м, + Ja, + ka, 
b = b(x,y,z) = ib, + №, + Eb, 
В = Кг(х,у,2) — iR, + JR, + КЕ, 
Ар, 
А = ia, + ja, + ka, 
= a'i + aj + a;k 
= На,, + ija,, + а,, 
+ йа, + jja,, + jka,, 
+ kia,, + ха, 十 ККе,, 
ХІ. AE, 8,.а,,а,,а,,а,,а, ХХ ЖИ уа, 等 为 标 
ЯРИХ, ТЕЖЕ, КН ЖЕЛІ а,,а,,а, СК 
RED MÆ ijk 225 Л | а, аа, ЕО). 
Ж кошл а. тарай p ОО ОБГ М 
Әф 


+k 2s 
Әу 


grado = Vo =i SY + )— 


› 307 + 


БИНТА, ЛЕН ЖО НАҚ а 的 梯度 定义 为 


| > а ба да 
гада =i | +- j- -+ k -= 6-1 
5 Өх ay Оз (6-1) 


И, 22 s| 1% ЖЕТ pi PK J а, apia A E Eir Е — 


+ AE, TE F 8 зБ ДЕ і а. grada 则 成 为 二 个 


TERRIA АН. 于 是 可 得 结论 ; gad p 是 一 个 尖 量 ， 
而 grad a 则 是 一 个 并 舌 ， 

我 们 可 以 把 grada 写成 男 -形式 : 
ба 


grada ~j ĝa -十 (да +k 
Өх у 


= 4 (іа, + ja, + ke,) 


4-1 Cia, + ja, + ha,) 
2 


+ k = (ла, + 3а, + Ка,) 
ñ да Оа 
== — 十 一 一 人 十 这 28. 
Ох ij Ох Әх 


Ф. да, ва да, 15 да, 
= Иду За +] By 


+ ki ама 
‘ Ua да, 
- (1-5; Эру +k- ЖЭ) 
, дг, да, Оа 
+ (i = +j цан 52) 


+ (= ғы — +k шаг 


= (grada,)i -+ Grada i -+ (grada, К 
最 后 得 
r 30$, 


grada = 1 да 4-1 оз + k ба 
== (grada,)i + (grada,)) + (grada, jk (6-2) 
кт, К НЕ К ох 
ОК, ӨК 
div В 一 В = y Ик 
манал % БЕКТЕРІ 


与 此 相对 应 ,在 并 矢 分 析 中 ,并 矢 А 的 散 度 定义 为 


ба, да, ба, 
Әх + ду 1 z (6-3) 
注意 ,这 里 的 aa a, ж Á 表达 式 中 j,k 右边 的 矢量 ， 即 


中 一 六 


А = ia, + ja, + ka, 
可 见 差别 仅 年 丁 把 8, Т a R HÈT a, R, Та, H 


于 “as ча Аха бады div Á жштш. PE 
х 


可 得 结论 ，div R = РІН, T div АЖ-де. Же 
把 div A 写成 另 一 形式 : 


23 Оа, Оа, да, 
div Ас ус + a 


= д. (їа,, + ja,, 十 Ка, 
Әх 


十 i (ia, 4-16,, + ka,,) 


F -9. (1а,, + ja,, 十 ka,,) 
О; 


— div(a 1+ a,j + а, № 
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+ divla + a,j + orsk) 
+ div(a -+ ТА ҚОҚ 
= (diva. Я + (diva. )j + (йіуа ЭК 
式 .中 
a, = 2,1 + a,,) + aE 
а, —а,1 +a, j + a,,k 
а, = а,1 + 2,3 + a,,k 


Е y да, 

= у Т ду t де 

(diva )і + (diva,)) + (diya. Ж (6-4) 
ФЛАЙ P H: ХУН СХ, 


由 于 А E 
А .= ia, + ја, + Ка, 
ТЕМЕН М, 
Jiv Å 20% ү да, да, 


ӛт t dy T дї 
= (diva i + (diva,)j + (Фуа, К 
BJ UZIET TE а,,а,,а, ТАЛ уа, ,а,,а,, ДК. 
在 矢量 分 机 中 ,天 量 函 数 民 НЕЛЕ М 
ƏR, DR aR, BR 
oR 420202) + Кэ в) 


ƏR, ӘР, 
кк - Фу) 
ха Рен. 与 此 相对 应 ， 在 并 矢 分 析 中 ,并 矢 А 的 旋 度 定义 
为 


«< гда, да, .гда, Эв, 
aia) 


By 一 可 
да, да, 
kz — әу) 6-5) 
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На, аа, Ш А ЖАК ЕЕ, В 
А = а, + ја, + Ка, 


ГИК EFI Е,, Rys Е, НМЗ Га,.з,,а, Е-Е 


а, 等 是 矢量 而 不 是 标量 ， 帮 rot А ру үс, 于 是 可 得 结 


论 : rot R 是 一 个 矢量 ,而 го: А 是 一 个 并 矢 ， 
用 推导 div Á 另 一 形式 的 同样 方法 , 我 们 可 以 写 出 rot Á фу 


УХ) 
rot А == (rota, ji + (rota,)j + (rota,)k (6-6) 
最 后 ,在 并 矢 分 析 中 ,还 对 并 矢 аргад ET FIEX: 
ба да. да 

agrad = FP 1 + ЕРЕ, + = К (6-7) 
注意 ,这 第 一 个 并 舌 出 不 是 一 个 算 符 ,和 在 矢量 分 析 中 a + grad xE 

М. 27 А | ә 

Кеш 
ож l " бу +a "Әл 


契 一 个 算 符 ,省 常用 (а +) 来 表示 ， 
我 们 也 可 以 扫 agrad 


ба. ба. 
agrad = ОА: ау дақ 6-8 
srad с іы д (6-8) 


=? (is, + ja, + Ка, 
O x 
+ -Ê Ga, + ja, + ka,)j 
8y 


+ 9. Gia, + ja, + Ка, ) 
Ог 
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Өв, да, Өв, 
4- k да, да, да, ) 
(-5 | Өу J Әз k 


一 igrada, + Jgrada, + kgrada, 
6-2 УЫАЛЕНАРАУ ААҚ М 


ЖИ ААТ Е, ШЕРІ À V PR TF E m ЫЕ АЗЕ V ВН 
以 用 含有 立 的 表达 式 来 表示 grada, аА, го А Ж Қ, 


——sssL—D o n. 


қажи, < 
‚ б . Ü 9 
= 1 — + + k 一 一 
УЛ! lay "os 
И) 
9 а 2) ) 
va Gi +) 2, Ох a 
-i ба L; 9а +. да 
ü Өу Әз 
== grada 
ТИ, 
Ча = grada (6-9) 
其 次 , 令 А-а, + ja, + ka, 


y- Х == t 2 +; 2 +k 2) . Gia, +ja,+ka,) 


ДЕ X АЛ Ы ERRAR 


A. B= А,В, Ав, + А,В, 
来 计算 (а,,а,,а, 形式 上 看 成 “分 昌 ”)。 HEM 
+ 215 ° 


Я. А = div À (6-10) 
因为 
Ñ = ia; + ja, + Ка; 
PTRA АРЕ М 
Ж да” да”, да, 
УТА = or ду T дұ 
= div А 
НІШ, FEX 
ç. À ~ div А 
Яе Ла 
ХА 9+: k2 
у ах? ду A, 
х Ga, + ja, + ka,) (6-11) 
ВЕК ak ГОО ХАНА, а,,а,,а, 形式 上 看 成 分 量 ,可 得 
о (98, — да, . да, да, 
УХА -1 (55 52) + И, To 
“да, Qa, (6-12) 
+k ( Әх эз) 


аа, ЕХ 
У х А == rot А 
实质 上 我们 定义 了 
Va = огада, ү7-А-453А, у x А = rot А 
PL ҚЫНА ЖАПАН ИЕ ЖЕНА, ЕН ХЫ ЛИ. 
金 于 第 二 定义 方式 ， 结 果 也 完全 一 样 . 


6-3 T(V) МЕМ 


现在 来 对 矢量 分 析 中 ТСТ ФЕ У. 135—395 
中 ， 我 们 先 给 型 一 个 含有 号 及 对 写 进 行 和 拓 晤 代数 和 并 舌 代 数 运算 
REA ( 即 把 了 看 或 普通 和 最 邢 样 进行 运算 的 表达 式 ) МИЕ М, 
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然后 证 明 所 有 矢量 分 析 和 并 矢 分 析 中 可 能 出 现 的 场 函数 或 微分 运 
ж, НА ВАТ ЕЕ НЕ РИО ТС) 来 表示 。 
在 下 一 节 中 将 证 朋 对 TC 了) 进行 运算 的 规则 

定义 ”对 任何 一 个 合 有 号 和 其他 函数 的 ， 并 对 号 为 线性 的 表 
КК ТС СТС) 中 包 合 科 量 代数 运算 和 并 矢 代数 运算 的 形式 ) 
= V 1 F: 

(1) 首先 ， 

ТСУу- LTO кто) к-т) 66-13) 
Ох Әу Өв 


ет, ТС), ГОЈ), ГСК) 为 在 ТС) Б УЛУ Жана i,j,k 的 结 
Ж; ijik ХАК ЕН х, y, z 轴 正 方 问 的 三 个 单位 天 量 . 

(2) ЖЕ ГСУ) п, НЕЕ 2k Ey 2 ЖА ЖЖ, ЭР Z, 
ЗАМАН ОП АНЫ ЖАНЫ FAE с. ЖІ ОРНЫГ 
于 立 前 面 或 后 面 ,部 区 对 它们 进行 微分 . 

下 面 证 明 用 某 些 基体 的 了 TY) 可 以 表示 矢量 微 积 和 并 天 钥 积 
И УВА ЕВА ЕТТ. 

按照 ТОНЕ ХЕ АЧТА ДЕ, ЛУ АТЫ ТАТ РІН: 


(1) Уф = фУ = gradp = Үр (6-14) 
(2) F-R=R. В = ç. R (6-15) 
(3) Ñ x R — —R x Z == rotR — ç x R (6-16) 
(4) Са,» VYR = R(a, · на == (а, Мн (6-17) 


(5) Ув — È (а) + 22 Ga) + 2 9-(Ка) 


Əa да 


一 ia 4) да ук да 
Өх бу Эз 

-ie (ал a,j + a,k) 
Өх 


+ ј 0 (a,i + a,) +а,К) 
Әу 
+ k 9. (2.1 + a,j + а,К) 
Өт | 
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由 此 可 见 


= (grada, і + (grada,)) 十 (grada, jk 
= grada 


| wa == grada = үз 


(6-18) 


E аа. ә s. X. 9 k. 
(6) У.А = 2а А+ 5, 9 А) + - G: А) 


= 1. Caii + а,уРа.К)] 
Ях 


+ 2 135 (xi + alj + а.) 
у 


+ 2 [k + (аз + а’) + а.К)] 
F 


- 2 Giai t Жазар 


+? Geak Gaj 
Өх Әу | 


d 


О ы Ё т т r 
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С} m Ё а o N й . 
+ 5; (Е а.) + a, E 8,)) 
+--(К-а,„)К 
Әх " 
4139 б. ауа L Gea 2 (Ea 
[Z @-а;) + Gra) + È Ch a) | 
а, 9 p 
+ 2. а.а) + 2-03. a) 
Ә li la д... 
+2. (к а, >|} + |2 а-а? 
+2 Gat (Кеа) 
Өу | Әс " 
— (Шуа Я + (diva у + (diva, )k 
= div À 
я, 
У. --9 4. А) + 0.03. А+ 9 (к.А) 
Эх ду Әс 


因为 
А — ia, + ja, + ka, 


所 以 
ie Á — i+ Ga, + ja, + Ка,) 
— G + Da, + G .jay + (1. Юа, 
—а. 
(141-1, 1.3 == 0,1. k = 0) 
同 理 


| 5.А--«УА-у-А (6-19) 
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(7) УхА = G xA)+ 2 (jx A) 
Әх Әу 
+ (к x А) 
Әх 
--0 вх (ali+ аў + аж)! 
Ох 
+ 2- [j x (ac а’) + аг] 
y 
+ 8. [k x aà + a,j + a;k)] 
Әз 
-Č G xai + 2 аха) 
+ 9 (ха) + -2 G ха, 
Өх ду 
Ə p: pya 8 pe | 
—(J х + -—(J x a,)k 
+ 5, (j ха,)} ээ? а.) 
+ (схал- 9 хай 
Әс ж 
+- (k x a,)k 
Og 
Q p r 8 ,. ; 
== | (уха) уха. 
ахау 2 G ха) 
8 1. 
+ бохар | 
Өс 
Әм... 98 26220) 
-| аха) + хай 
4-2- ха, |} 
Әз 
Ə : Ə - , 
+ | i x a;) + — (ха, > 
гр. а,) Эу ( 


+9 (xa) |К 
= (rota + Crota)j + (rota; )k = rotÁ 
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一 方面 ， 
А = ia, + ja, + ka, 


i x À =i X Ga, + ja, + ka,) = ka, 
j x À = j x (а, + ja, + ka,) = —ka, + ia, 
k x À = k x Ga, + ja, + ka,) = ја, — іа, 


一 - Ја, 


Ж 
Ç x = (Ка, — ja,) +  (—Ea, + ia,) 
Ox Әу 
+ 2 (ja, — ia,) 


‚уда, да, ба, — =") 
(5—5) + Ох 


9 да, 
( а, L 3 一 rot А 


Әх Әу 


由 此 可 见 
УХА — v x | (6-20) 


(8) ах? = Ян + 2 (aj) + 2 (ак) 


由 此 可 见 
a = agrad (6-21) 


(9) А.у Š Х.0--2-0- +2 (А. k) 


Өх 

4 [Ga, + ја, + Ка,) • 1] 

+ —- [Ga, + ja, + Ба.) • j] 
T 


+ 0. [Ga, + ja, + Ка,) ‹ К] 
Ох 
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- 98. (а, + 1) + (а, 51) -+ Е(а, +i) 
Өх 
+ 53 [(а, - )) + Ка, • 3) + Ка, + 32] 
+ 2- [1С а, А Е) -Г Ха, ы k) 十 КСа, * k)] 


LO/ Әлі ра Š а. 
Е (a, D + Č (a, Ю + 2. (а, k)| 


‚| О А Ə : О 

Лаг ®' `9 + эу ® D +ç ©, 
9 9 Ө 

ба, D+ (а, +3) + 2 (а, к) 


Ж 


一 - 
+ k 
= diva, + jdiva, + kdiv a, = div А 
Н, 
| Х.9-а,Х (6-22) 
ЕД Е = ЗНД, Pr ХЕ ЯНГ ХОЧ ЛУУ Р ЭС 
ЖО тө АТЛ НЫНЕ ТСУ) 表示 ,这 里 ， 
TCF) = -> TG) +- т(3)---9-т(ю) 
Әх Әу Әз 
并 且 
“Уф = grado == Уф 
У ‘В == УВ = v . R 
У x В = го = ç x R 
(а, - TIb = (a • УЬ 
wa = grada = уа 
у. À — div À — ç + Д 
А. Ç= div А 
V x Á = rotÀ = v x Á 
a` = аргаа 
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6-4 ТУ) 的 性 质 


在 这 一 节 中 我 们 要 证 明 ТСЗ) 的 三 条 性 质 , 它们 是 对 ТОСУ) 
Жүл PERU BB Ip Cs. 
(1) 对 СУ) НЕВЕ НЫЕ ЕАН 代 
数 运算 ， 所 得 结果 不 变 . 
ЙЕ: 对 任何 T,( 祁 ), 可 将 号 生成 普通 矢量 进行 恒 等 变换 而 得 
到 TX 号)， 这 意味 着 
TG) = T,G), ТФ = ТК, ТК) = ТКК) 
天 此 
ST G) 2- ТУФ) ДА: r G) 


2- T (k) == — 2 тк) 


于 是 
ТС?) = 2- T.G) + 2. TG) + 4 ТҮК) 


== = та) + ду LG) цаг — ГАК) 


= Т,СУ) 
这 一 性 质 表 明 ， 对 ТС) Ека ІН За Ж 
Жер Ж ДЕЛ. 
ТН Ж-1 0 РТН. 
a, * (b) = (а, + У)Ь = (a • Th 
їй, еш b Ета ЕШ ЕЖЕ Р а УНЫ Ра 
5 grad b 的 点 积 , 这 里 我 们 看 到 , ТЕО] А. ГЕН 
念 之 后 ， 方 向 导数 只 不 过 是 两 个 场 函 数 ( 一 个 矢量 和 一 个 共和 撩 ) 的 
SER, RAPEN. 
(2) WREKSA T(V) ЕУ ОЛЕСЛ6 WS T PS ДЈ 38 
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НӨЖ, ЯВА ТС) 可 胡 示 为 两 项 志和 ;在 一 项 中 ， 一 个 蚊 数 
或 并 舌 内 的 一 个 尖 量 神 为 常数 ,不 受 微 分 影响 ;有 而 在 页 一 项 中 ， 瑟 
мнения хам, ем 

ПЕ: ШАЛ ЛЛ ИН Е. ЗЫ S * (ab) ХА 
来 证 由， 

+”. (ab) — 2 [i. (аЬ) + 0 [j+ (аЬ) 

Өх Әу 
+ [k - (аЬ)! 
(Ж 
О ү. Q .. 
Эх li « (а,Ь)1 + Зу [$ • Са Б)] 
+ Š (к. (аур + Č [i. (ab,)] 
Әз Өх 
+ 2 [j. (аһ. -9 [k .(ab)1 
Әу Әг 
= S + (а,Ь) + N (85) СЕ ВЭ ШҮ) 
= (7 ар + (У ар, 《以 下 为 运 征 ) 
= (a. + s bp + b,C S а) 
= (a + Th Баха 
А ЧЕ 
УУ x (аЬ) == x (аЬ) + v x (аһ) 

ЗУ T(V) ЕЖА - ТС) 5-42-03Е805 
СВ, ЗЕ M. ЕЮ ХУ НА ЖУО ЕАН, И 
ТУ) ЕР РІ ОЕ ЕЛЕК ЕН ГСУ) ВЕРУ 
ЖЕРІ, 

证 明 过 程 和 4-16 10312Е 83 ЕЕ 0158 СЛЖЕНн 
1. 


65 ж Я Ж 


在 这 一 市 中 ,我 们 应 用 TCO) 运算 规则 (性 质 1,2,3) 来 进行 
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дика, UAR TOT) 的 运算 方法 并 从 中 推导 出 或 证 
明 一 系列 闪 矢 分 析 中 有 用 的 恒等式 。 
例 1 GE grad(a x b) = (grada) x b— (gradb) X a, 
Е. 
grad(a x Ь) == v(a x b) 
= (а X b,) + (a, x b) 
= (Уа) x b, — (УЫ) ха, 
= grada x b — gradb х а 
{12 ЧАШ grad( pb) = (вгайф)Ь 十 pgradb. 


证 : 
grad( gb) 一 ww pb) 
= (Vpb, + pvb 
== (ргайф)Ь + gradb 
863 HIE (а, grad)Á == g, SA 十 ‚9А + a, 2А 
Ох Оу Өв 
ШЕ: 
(а. grad)Á = (а - У)А 
9 Ж. 9 яр" 
wau . А -- - - А 
эс DA + (a, D 
+ 2. (а, Һ)А 
Өл 
= 2, дА + 8, дА -十 „ЗА 
Ох Oy Әх 
814 试 证 dr- grada = da. 
16: 


dr + grada = Cdr), (Va) 
9 : О : 
= .— { dr, ija 4 —— (аг, : ра 
Өх ( ) Әу ( ) 


十 -2_ (dr, * kja 
Өв 
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да ба да 
= —— dx — dy -F — dz 
Ох Әу ) r) z 


== па 
例 3 试 证 div(ab) = (diva)b + a - gradb, 
证 ; 
div(ab) = ЗУ • (ab) 
= + (ab) У • (а,Ь) 
= (У «adb, + (У ‘а)Ъ 
= b.( Ç а) -- (а, УУ» 
— bdiva + a, СЬ) 
= (diva )b + a • gradb 
ЙБ 试 证 51167-9 == тай * А 十 mdivA, 
Ш; 
0А) = ç + (pK) 
= V * (@À,) + У + (Ф.А) 
== “Уф, А, 十 ру А 
= prad * А + өбіуА 
{47 试 证 ,div(a x А) = (гоа): À —a . rot А, 
ШЕ; 
div(a x А) ~ 5 · (а х А) 
= Y» (a x A.) + - (а, х А) 
= [7 X a] - Á, —a,- ГУ x А] 
= (rota) = А-а-гоА 
#8 АШ ЯубаБ- ba) = —го(а x b) = rot(b ха), 
Ш: 
rot(b Ха) = —гоКа x b) 
= — Yy X (a X b) 
= — 7 X (a X b.) — V Xx (a, x b) 
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= —( W + b, )a + СУ а), 
— (СУ «Ба, + СУ : a,)b 
= 一 [了 .bya + CF -adb 
= — - (Ьа) + У. Cab) 
= Y (ab — Ба) 
— div(ab — ba) 
19 试 证 divlel) — grade, RH, 工 为 恒 等 并 矢 。 


МЕ: 
dill) 一 СЙ) 
-(Уру-! 
= “Ур = рга 
例 10 试 证 div(l x a) = roia, Хир, Їх, 
ШЕ: 


div(Í ха) = ў + (Í x a) 
= (ў) x a 
== ` Ха = гоа 
86111 iE rot(ab) = (rota )b — а х gradb, 
Ш: 
гоц(аЬ) = х x Саһ) 
= V x (аЬ) + x (а,Ь) 
= (Y X a)b, + (У ха,)Ь 
= (rota )b — а, x (Vb) 
= (rota )b — a x gradb 
Hj 12 试 证 гот А) == grado Ж А + ого А, 
ШЕ; 
го (ФА) = х (ФА) 
= Ух (eÁ) + Ух (ФА) 
= e x À, + фУ ХА 
= grado X А + wrotA 
#1 13 试 证 горї) = grade x Ї, хор, Тон. 


+ Jld a 


ШЕ: 
го wl) == зу Х 419 
== “Уф х Í == grado x Í 
6|14 Е rot(Í x а) == agrad — Diva, 
正 : 
rot(l x a) = V x (Í x а) 
= Ух (ах ВОНА a x Í — Í x a) 
-а(7-1)-40У-ал 
= ay — (divaj)Í 
= аргай 一 (ауа уй 
例 15 AIE roil A х а) 一 rotÀ Ха — erada х А 
ШЕ; 
rot(À ха) = V x (Á x a) 
= Ух (Á X a,) + Ух (А, x a) 
— (У x А) x a, + Ух (Á, ха) 
_ й І 12255(5-321 
= roA xat Yx (A, x a) 
现在 令 À 一 上 时， 即将 АДИЛ БЭ Ж.И 
Ух (А, ха) -- Ух [(ef), ха) 
= W X [e,f, X (ед + a,) + а, >] 
= “Уа, X (е, x i) + Va, X lef, x j) 
+ “а, X (e f. x k) 
== “Уа, X [elf, xi] + a, х [elf, x j)] 
+ Ха, x [e.(f, x k)] 
一 —Уа, X [eG x Я21- a, х [e,(j x Ё,)] 
— Уа, X [е(К x 4,71 
= — (Va, X е,)(1 х Ё) — (a, Xe) x £) 
— (a, хе, (Ех ЁО 
一 — (grada, x e)Gi >x Ff.) 一 (grada, x ef x f.) 
— (grada, X е)(Е x f.) 
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- 一 grada > Á 
ВЕНЕ У ВЕ М. 
(са) > (ef) = (e x e)X(d x f) 
最 后 一 步 成 立 ， 因 为 ,如 А = ef, mi 
grada > А 


= [(grada, Я + (grada,)j + (grada,)k1 х ей 


= (grada, X елі х Ё) + (grada, X e)(j X f) 
+ (grada, х еу(Е х f) 
四 此 最 后 得 


rot( À ха) = rotÀ х a — grada > Á 


#116 试 证 gradr =Ï, хор, Гон, 
МЕ: 
gradr = Vr 
- 2; Gr) +0. Gr) + 2- аш) 
= ï + jj+ kk =Í 
817 ТИЕ 
div(X -ау-анХ -a + |А. gradal 


— 
Хо» 


Хир, ІА J grada] 为 并 矢 Å. prada ДОМ, 
ШЕ: 
div(Ä ca) =F. (A-a) 
= (A - a.) + V + (À, ау 
= (У.А>-а, + (У А) ‘а 
[ 用 公式 45-27] 

-(484А)-а--(97-.А)-а 

HERCI А). a 作 下 列 变换 ; 
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С.А) а = [5 . (ааа) так). а 
= [Су * a, t ( +а,.)3 
+ (N - a, k]: a 
= (Са, У) + (a;,, УЛ 
+ (а, УК] а 
- (аг, а, + (а), За, + (аш • У, 
= а, * grada, t a, * grada, + ai, * grada, 
另 一 方面 ， ШЕЛ Х 
F. * grada | = | 8, + Ja, + Ба.) • grada | 
= Фа. + фа) + Ка.) + [(агада, у 
+ (агадо,)} + (grada, Jk] | 
= (а. › grada jii + (а, ‹ ргада, ))) 
+ (а, + grade kk + + + | 
= а. • grada, + a` • grada, + а, * grada, 


r 


故 最 后 得 
div(A -а) = (divA) <a + А . grada | 


ЖАНЕ, А = А, дн 
div(A . ау = (05А - a) + [А . grada | 


6-6 TOY, VORE XFN Ja 


ЖЛЕ TERANE AAT Y, ЗЕНА ЗАДА 
KEA ЕК ЖОРА ВОВ В, MBART UER NA 
ЖТ ТОУ, V) 的 定义 推广 如 下 : 

ЖМ А-Т Ала AAT, ЭЭУ  ХЇ 9) 
线性 的 任何 表达 式 ГОУ, У) 定义 如 下 ; 

(1) 人 先 将 一 个 号 看 作 固定 的 天 其 ， 例 如 将 前 一 个 吨 看 作 是 固 
АЈ Р, {# 6-1 节 的 定义 来 理解 T(P,), ТСР, У) 简写 
为 ТҰР), 
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(2) 在 ТАР) ЧчЭРРИЭХ У, 按 6-1 节 的 定义 来 理解 
T CS), БИЛӘН ЕНИП ТОУ, у), 

根据 上 述 定 义 并 参考 第 四 章 和 6-1 т, ЗША ГЭЖ: 

(1) СУ. У)о = div grade = У * Сүр) 

(2) (У + V)a = div grada = Ç + (уа) 

(3) V х (Уф) = rot grado = У х (Vo) 

(4) У х Ya = rot grada = Ç x (Va) 

(5) УСУ > R) = grad div R = pÇ. R) 

(6) УСУ + А) = grad ду А- v(v А) 

(7) V + (% ХВ) = div rotR = е. (Ç x R) 

(8) V + (SZ х Ау = div го А = ~. (үх А) 

(95 V x (Ç x R) = rot rotR = ç X (V x R) 

(10) Y x СУ x А) = rot гш А = ç x (Ç x А) 

ду HJ ІН ЕНІНІҢ, ШИН) ТУ, У) 具有 
РУЛЕМ: 

C) 对 ТУ, Е 7 S IK Е Хн т 
Ага, БАР, 

(2) Ж ТІР,Р) = 0, Я ТСУ,У) = 0, 

内 证 有 明 过 程 与 第 四 章 中 的 完全 相 问 ,这 里 就 不 重复 了 ， 


6-7 对 ТСУ,УЭЛЕЛЭР И) 


下 面 举 几 个 运算 例子 
ЖІ 斌 证 div іш А = 0, 
UE; 
div го А = 57. (х х А) 

= (7 x У): А 

= Ü СЯ P x P = 0) 
92 ЗАЛЕ rot grada = 0, 
ПЕ; 
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rot grada = W x (a) 
= (Ух Урда 
= 0 (НЯ P x P = 0) 
例 3 如 定义 УА = СУ. У)А, Е 
“А = grad div Á — rot rot, 
ШЕ; 
rot то А = Y x СУ x А) 
= (У. А) — СУ • У)А 
一 grad А 一 ХА 
HII 
"А — prad diy Á — rot rot À 
@J4 ЕНА 在 百 阴 学 标 系 中 的 表达 式 ， 
ЙЕ: 
А Вав СУ У)А, Ш СУ ЖТА МӨ] Б 


(ç ЗА =- 4. D+ G DÄ 
Ох Әу: 


4 


-- Š (Е. ЮА + а. рА 3... 


бр” Әхду 
А РА ОА 
一 — + — + 
Gr? Әу: Әз: 
ШЕП ЗА Алы АЕ И рық, 


#15 试 让 
rot сог ФР) = rot( grade >x D = grad ргайр-- 571) 
ШЕ; 


rot roill) = У х ГУ х (013 
-Ух(өехїЇ) 

= ЗУ х (агай >x Ü 
== гор grad X I) 

另 一 方面 ,对 rot төрі) 可 作 男 一 种 变换 : 
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rot то: (21) 一 х ГУ х (013) 
= УГУ ‹ (#01 — 9) 
- УСУр D — УС) 
= grad prado 一 Fol) 
ЗАЛА ДЕ E HRJ ЕС А, 


6-8 积分 关系 式 


РА TCO), TUER- REUT EERE 
ТОТОУ) 的 积分 定型。 

ZHE ПАК ТС) 中 每 一 项 的 最 后 (最 右边 ), M 
公式 


| тому 一 | Т(ъ)4$ (6-23) 
仍然 成 立 ; 式 中 |, 表示 对 某 一 体积 了 的 体积 分 ，| watam 
НКУ ЗНАНИЕ S 的 由 面积 分 ，m ЛЕН S 上 某 一 点 朝向 
ЖАЯ УФА =, 


Е; A À 处 于 每 一 项 的 最 后 , 故 TCO) TSE 
TCF) = TI(TIA = T, (F Xai + a'j + alk) 


“ГЭЕ 
| ray - | Т.СУЭЖаү 


F 


ТАСУ Xa i + a,j + a,k5d4V 


= | 
— | т,СУ)уалай + |, Т.С Уа ау 
十 |, T CV )a қау 
- (|, Г,СуЗаг4У \ї + (|, Т.С” 
+ (|, Т,СУрагау jk 
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== (|, Тү(а})а\45) i -+ (| Ti(n)aye3 ji 
十 (|, Г\(а)а;45 К 
- |,Т.Садада8 + | Тараз 
+ | Т.,Сп)а,к45 
2 | Т.(п)(аі + a'j + а'К)а5 
=- ЖӨУС 一 | Tas 
现在 我 们 举 几 个 有 闫 这 条 定理 的 应 用 例子 。 
#1 E ТУ) = Va = grada, 得 
| gradad V = | а! -| nads 
F ТЕ 4 
Я2 H ТСУ)-- У.А- аА, 43 
КТІ = М : АДУ = | n + А25 
#3 № TO= Ç x Á = «А, в 
| го!гААҮ = 一 | ` x Аду -| n x А45 
T F 5 
#4 ш 
|, [а + prad div Á — (ига4 diva) · А 14У 
一 j | Са» "91177 — diva(n » А)148 
ИЕ: 
取 ТС) = (У .ауцуА- (У . K)diva, ШЇ 
T(n) = (n ' a3divÀ — (в Аа 
їр T(V) AXR 
TCF) = (У .a)divA — (F + A)diva 
— (Ç аА + СУ, a)(div Á), 


5331. 


-(9-.АЛлаха-(6.АХ4 ха), 
— (a, - TdivA + divadivA 
— (diva) • А. — divadiv А 
= (а: grad ШУА — (grad diva) · А 
КЛС 6-23 08: ТАЕ ЛУУС, 

下 面 我 们 再 来 举 一 些 利用 第 四 章 审 证 明 各 种 格林 积分 定理 的 
例子 。 НЕ  ТСУ)уЧ- Эв Но, rt k КК 
“Ж: а ЎА БАЛ ЖЕ, 425: 28555 ЛИ АУ НУ ДУ ТА. 

例 5 42 21:31 а, ТСУ) 写成 

rot rota • b — а * rot rotb 
ЖЬ А, 就 得 到 并 矢 分 析 中 相对 应 的 公式 ; 
|, (rot rota • А а. го rorA av 


ын | Са ха) + rotÄ + (n x rota) + А145 
Кк 


例 6 ЖЕН, ТОУ) 写成 
a УЬ — via:b 
将 b 者 成 并 矢 太 ， 就 得 到 并 矢 分 析 中 祖 对 应 的 公式 : 
|, @ + УД — а. Аму 


= | [Кп · а): УА — diva(n · А) 
5 


+ (n x a). rot А -+ (n X rota). А 1485 
17 在 格林 定理 3 中 ,将 TCV) 写成 


rota * го — а • rot roib 
Ж b Ap L В, MEHRI PIR ДОА: 
| (rota < rotB — а - rot го ат 
р 
= | n + (a x гогВ)48 
14 


8 在 格 条 积分 定理 3 中 ,将 ТОСУ) 写成 
divh › diva + b • graddiva 


433. 


将 a ын А, 就 得 到 并 矢 分 析 中 相对 应 的 公式 : 
| СаньанХ + b- grad 4іУАУАУ 


一 | (divK(b . п)45 


619 在 格林 积分 定理 7 中 ,将 ТСУ) ЕР 

a Yb + rota + rotb + divadivb 
É b sk А, ял онын МАЛ: 
|. (a ° А + rota + го1А 十 divadivA )4У 


= | Га ха), то А, + (м. ау41У А145 


例 10 在 格林 积分 定理 9 中 ,将 ТС) 写成 
adivb + (diva)b — а х го + rota x b 
зи А, DEE RAITH RAR: 
1, (ашуА + (diva )Á — a. X той + rota x АСАР 


一 | [a(mn - А) + (п, а)А 一 п(а · А)145 


例 11 在 格林 积分 定理 10 中 ,将 ТСУ) В 
(diva)b + (a + УҺ 
将 b 换 成 并 矢 入 ， 就 得 到 并 矢 分 析 中 相对 应 的 公式 
|, [(diva)Á + (а - v)K1aV 


= КЕ . a)Á zS 


{|12 在 格林 积分 定理 11 中 ,将 ТСУ) 写成 
gradA + rot V 

将 VV 换 成 并 失 У, ИВЕКО АННА А 

| grada гоу 一 | (mn ° AYrot 48 


m 13 在 格林 积分 定理 12 中 ,将 ТСУ) БЭХ 
Arot то М + (АУУ + grad AdivV 


4 a 


将 V 换 成 并 佟 包 ， 就 得 到 并 冬 分 析 中 相对 应 的 公式 
|, [Arot rotG + (PAQ + grad Adi Q14V 
=- |. [An X го + Cgradd)Cn - Q) 
— gradd х (m x О)145 


这 里 我 们 再 来 证 朋 几 个 有 基线 积分 的 公 却 ， 
(1) 试 证 


| 41-А-- | n - rotAds (6-24) 
1 5 


式 中 ,i Ж) -AHE 5 2668 СО ОР ЕНУГЕ НЕ; 41 为 线 
70: пуйка, dl 与 n RAPER 
Ш: 将 人 写成 分 量 形 式 ,有 


[аА (а-а): (| G: a) 
+ (Гл. =. в 
== (1. п. гора. 48 )j + її п. гога 45); 
+ (| п • гога:48 )k 
一 ШЕ ЖАҚТАР 4115 + (|, n + [V X 451343) 
+ 1 п. [Ç X a, Jk |45 
š 
— | n . [Ç x (ai + ала 0145 
-| п. ух А145 — | п. rotAds 
34 д4 
(2) 试 证 
| dla = | п x gradads (6-25) 


证 : 应 用 公式 


e 334. 


J (ур = |. n X pradod$ 
АН НЕ ЇЇЛЖ, С6-24)132) Е, РУ = 2216, 
(3) 50 
| dl х а = | (n - аргаа 一 ndiva )а5 (6-26) 
I 8 


证 ， 应 用 4-23 节 中 公式 2 的 符号 运算 法 ,有 


ні 


| dl x а == | Гэ, X У] х ads 
I N 
一 | Іп, ‘ а) — n,CV + а)14$ 
45 
- | Іп, + (аху) — ndivalds 
$ 


= | [n • (agrad) — паза 143 
28 
(4) 试 证 


М 
dl» grada = а( N) — a( M 3) 


= 


ЗОН, МАМ Жуан, ТЕ НЕШ ЛАНТ ЕНН 8 МҮҮН 
分 ， 
ПЕ: 用 公式 
р 41- grade = ФОМ) ФМ) 
№ ЭНЕН за, (6-24 000709, Ц, КУШ, 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 村 来 证 明黄 个 最 先 由 C. T. Tai 推导 
HERES RERS RAA. MIEREN ESAE 
HAS АН, ЯН ЦИХ ОЕ НЕН 28 ЖИЛ АУ 
ба, BA НЇЕНЛЖ ЭН ВОН КЕИ, 

Е) 7 中 已 经 证 遇 

| (rota » rot — а < rol 11:71) 
F 
== | n + (а х rotËB)aS 
4 


+ 335 т 


利用 并 矢 代数 公式 
в.ЫЬ--Ь-а [ 式 (5-25))1 
P Kul 707 


өту...” 


.. ч 
| I (rotB) • rota — (rot rotB) : a]2V 
F . 


— 
= | (со) + (n x a)45 


将 矢量 a 换 成 并 矢 久 , 即 得 第 一 个 包含 两 并 矢 的 积分 关系 式 ; 


» 27-04 p’ 
| | CrotB) + rot À. -(гостеВ), АМР 
| <» 
= | (гоВ).(п x А )45 
在 格林 定 埋 3 Цох а fu b, WI 
| (rota * rotb — rot rota + ЫУР 
F 
- -| n (rota х b)ds 
$ 
将 b HRH Ë, pial 
| (rota » rotË — rot rota * В) dF 
F 
一 -| n < (rota х Byas 
几 式 (6-28) 减 去 全 7 中 的 公式 ,得 
| (а -rot го В — rot rota ， Buy 
y 
= -| п. (a x rotË + rota х Byas 
5 


这 是 一 个 很 有 用 的 公式， 
利用 并 天 代数 公式 (6-28) 可 写成 ; 
| Ї (rotB) » тога 一 (É) * гот rota JdV 
Р 
一 -1, (B) ' (п X гога ds 


“ 336. 


(6-27) 


(6-28) 


(6-29) 


将 a 换 成 并 矢 Á, 得 


— _ ж. _ 
|, [ (rot) ` го А 一 (В) “ rot rot АИ 


шин (6-30) 


| (В) ` (n X rot А) 45. 
2466-30) 306-27), 13 


И — => ++. “-» 
j [(гогго В) • À — (В) + rot ror Аа 
F 


一 -| [CrotB) . (n x А) 


+ (В) (а X го: А >15 
W яй ЕО ГЕО ДЕЧЛНУЯЗ-- T ЕН 23:01 8171 RAA. 


6-9 ШЕИ grada div 入 ,rot 久 ， 
VÄ 的 表达 式 


在 这 一 区 中 ， 我 们 分 基 瑟 求 grada, ЗА, тоА ЖТА ZE 
网 柱 举 标 系 中 的 表达 式 , 供 读者 需 妆 上 查阅 用 。 
令 坐标 轴 上 的 单位 矢量 为 eyerye*， 则 Á 可 写成 
А = а;е, + ае, + ae, 
= е.а, 十 еа, + е,а, 
а 可 写成 
а == a,e, + 46, + a,e, 
(1) Ж grada HREN 
ERARI ICAEN grade = “Уф, WERZA] 
已 竣 证 划算 于 六 在 正 区 曲线 学 标 系 中 的 一 般 雪 达 式 为 
F == e, 9 ё, а -ь е, О 


— — 一 一 — 


L. ди L, ðv „д 
将 这 算 子 应 用 到 a 上 ,得 grada AEZ HR Se ЛЕ 11 97-10 
表达 去 
.3374 


да є ба . ба 
d =— k. — —. F — = ғ -..— _ 6-31 
Bata ТҮ Le L, Өш (6-31) 
ЖЕТЕ АНАНЫ 
е. <,, Є, — С,» е, е, 


L, = 1, L,= r, L, =1 
将 它们 代 大 去 46-31) 行 到 圆柱 尝 标 系 中 grada 的 表示 成 为 
grada = е, да 十 °> да + е, да (6-32) 
将 а = ae, + ае, + ае, EAER ЛКС YA a 


Се, де 


— = 0 = е, — == Ü 
ðr Ор | de 
Oey = |) бе, =: —e, (де, == () 
Or Ош Әл 
де, _ 0 де, 0 Ое, _ 0 
OF Эф Оз 


经 过 简单 的 推 娃 ， 即 得 
` 
grada = | grada, 一 ье е + ( grada, -Н шээг 
гг r 


+ grada, e, (6-33) 


еге 
рға де. == E ОФ 
Г 


ee 
grade, = — 7-5 
r 


grade, = ü 
(2) Ж ЗА HARER 
div А = \/ + А = V <+ (ае, + ае, + а,е,) 
= (У ‘а, )е, + СУ • ае, + СУ ‘а, )е, 
= (Фіха, )е, + (diva; )e, + (та, )е, 
+ (а, • У), + (ар, • V )e, + (а, У, 
433%, 


{8 д 


! ғ 
(а,, М | je, шин а. . grade, тува (а. е,) e, тэн тө, 
г Т 


+ - А а, 
(a. “ “ж; = А. " “е, шн а; " grade, ша — NF. е, 
r 


(а. • “у )е, == 0 
«РС 49112715 481: 
div А. = ( diva; - 53 е, + (diva; + зе, 


+ (diva; )е, 


我 们 还 可 以 推导 出 div А 的 另 一 形式 。 我 们 知道 ， 如 果 抬 А g 


ДУ, 
А — ia, + ja, + ka, 
风 
Ай Á = F> A 
= W * Ga, + ја, + ka,) 
= i+ Va, + ) * Va, + k - Ча, 
利用 式 C6-32) ,见得 


(іуА =i- (е, да, + е 1 да, 4 e, 2а. ) 
Or г Оф Өв 
шиг" „1 даз 十 er 90) 
г Оф Ох 
/ Әа, 1 да, ба, 
二 er gy +е,, ЖЭ 
дА | 8А ЭХ 
== ©, * .一 e, .- ---- j+ е, s 7E 
Dr r Әт Ох 
ООУ 
д, де, 
асары а (ан), 


Ba; 98, 
+ 6; бу. + er ó, 


434%» 


Br Оғ 
故 
. аА да, 
Or Or 
дА де, да, де, 
2) Оф С? бё. д 55) ? 
+ да, " да. 
e Эр е, ба 
да да 
== еа, | е, Әр ea, + e, “Өр 
这 是 因为 
де, де, 0 
Эр С Өр F 
于 是 
| 8А а, | ба, 
er pg Өр 
A да, 
3) ez • “Өв ° Өв 
于 是 得 divA 的 另 一 形式 : 
да, 1 Өа, да, 


. “3 а, 
ГУА = +5 t , до + 55 
(3) Ж rotA 的 表达 式 


го = Y x А = V х Ga, + ја, + ka,) 
= —і x Уа,- j х Va, — Е x Va, 


利用 式 46-32)， PI 


.. ОА | А 
ЮА = e, х-ы T es X у Bp е А 


但 十 


+ 340, 


А да, да, 
е, X д; “Ər ® бү 
46, х дА 一 (一 ee Эа, + ea, +e, бл, 
F Әф Р Оф Өр 
8А. да, да. 
: Жж — :— == е,” — e, . 
Ос От 32 


于 是 得 го А 的 一 种 表 法 式 ; 
1 ба, Ва, За да 
гот А 一 (=+ 十 (2а. — 2a) 
S p де e) Bz Ә; 
ap р ба, 1 за. 
те (5 Br г Оф 
我 们 还 可 推导 出 rotA 的 另 一 种 表达 式 : 
го А = ЗУ x А = У X (а, + are, + а,е,) 
== (тога, )е, -+ (тога,)е, + (гога, )е, 
— а х grade, — a, х grade, 


由 于 

--а X grade, == - (52е), 

г o] 
а, Хе 
一 а, X grade, = ——— е, 
r 
HERA ELAMIS 
rotÀ = ( rota, + М 7 3 е, -- | rota, — — "Де, 


+ (rota; )е, 
(4) ЖОҒА 的 表达 式 
我 们 已 经 证 泊 
vA = grad УА — rot rot Á 

而 在 eepe, ӨВС HK ЖИЕК, УА, mÅ 的 表达 
ЛЕА 5 diva,rota 的 表达 式 完 全 相同 , 2 p| ХХ ЕКВ 
пика ака AJER VA 
BRIR: 


- 341 = 


2 Qa, 
VA -= е, (va, Б p? то г? Оф ) 
3 a 2 да, | 


6-10 КАН отада, УА ‚гогА , УА 


球 坐 标 系 由 所 有 的 推导 方法 与 上 一 节 相同 ， 因 此 我 们 内 要 写 
出 推导 过 程 中 的 主要 步骤 而 无 需 作 详细 的 证 明 ， 
令 坐 标 胃 上 的 单位 矢量 为 e6, M 态 可 写成 
Á 一 are, + аге; 十 але, 


= еа, + esa, + еа, 


a 可 写成 


(1) Ж grada 355 
我 们 知道 ，grada 的 一 般 有 表达 式 是 
grada = 75 ou © L, Ov © Lo Ow 
在 球 举 标 系 中 
1,1, L,= r, L, = rsin Ө 
将 此 代 人 上 上 式 , 得 球 坐 杯 系 中 grada 的 表示 去 为 
grada = e, ər u r 9% 90 rsing др 
将 a = але, + азе + ае, RAER, 并 利用 单位 天 量 导 数 


а = се, + ase, t ве, 
е, Оа , е, да е, да 
е, 一 е, е, = е, е, — е, 
да I. 9а | 1 да (6-34) 
的 关系 式 ( 风 第 三 章 ), 经 过 简单 的 推导 , 则 得 


аге 77-73 
фф 9—0 
grada == | grada, — —— — нээ е, 


ч 


9ree оо) Шы 
+ { gradas + P таб es 


+ 342 。 


+ | grada, + (2 +- je] 
(2) Ж divA 的 表达 式 
А. А 
= (diva')e, + (divas)es + (diva,)e, 
+ a's grade, + ав * grades + a, * grade, 
HT 


Y r 


) — F e, а, 
Ар в grade, = Z patr -Г er 
r É 
, аса pp 
а, • grade, = — y, @, — r tg 0 Ө 


Л Е, Ж 
div А == ( diva, — аа e, 


7 


Ё F 
: 8.6 ор \ 
-- ( уа; -f r — о ез 


+ ( diva; + ші; + ле.) е, 
我 们 还 可 求 出 ШУА 的 另 一 形式 : 
div А = У. À = У • Gia, + ja, + ka,) 


=}, Va, + }* Va, + К + Va, 


УА Г да, 1 да. _ёф _ ба, ) 
divå ' (е Оғ + r ° ӘӘ М үзіп Ө Оф 


А да, 1 да, ер ar) 
+3. (е д; Г r ® дө Кп 6 Эф 


/ Өв, 1 да, е, да, ) 
tk (e -gp tygo 287440 де 


.343- 


由 于 


Or Ər 
16, дА _ la + 1.089 
r 38 26 
— e, ' дА = 1а + 1 9а» -二 1 а 
г sin Ө Оф r rsin Ü Оф rtg8 
СЕ КЕШ ЛВ бу ЖЕ ЕСЕ АЖО 
ял 
dik — да. ц 2а, | 1 дар ав 
r Р r g rtg 9 
l ба, 
rsin? дф 


(3) Ж rotAA дох 
rot Á == ху X А 


= (rota; je, + (rota; )es + (rotas)e 


F 
一 a, X grade, — а, X grade, — а, X grade 
ТАЛ ХЭ ЖИ (ЛА RA, RI 


rotÁ = ( rota; + а, X еҙ 十 хе), r 
r r 


+ ( тоа; — 26 + а хе 


r r te Q )% 
十 I rota, 一 a, Xx ez _ aex е, |, 
r 7 tg д ? 
我 们 还 可 求 出 тоА 的 另 一 表 法 式 
сосА = УУХ А 


--іх Wa, — j x Va, — k x Va 


一 е. > ОА Зах 423 „„_1_ дА 
Dr ғ ӨӨ rsin Ө Әф 
ны дА О 
Ї e a e | Ов 
e — f г г“ 2-2 2206. 
> Ө - PY. -+- , а, + e, 
‚ 344. 


ЗА Оа, ба 
x — = — ea — 
От * Ər бе Or 
1 ЗА СЁ „да, _ е, даз 


——_—_-— ё X ---- - 
гашд “ Оф r sin б 9 Өр, rsin Ө Әт 


-- 68 Sr. 
r БАГЫН 
将 此 代 八 上 式 ， 最 后 得 
=e (1 дар p a, — — | 
гогА e Uç 90 kia. rsin Оф 
l ба, _ да, — Se) 
цас (а Оф Оқ r 
да, ү Эв __ 1 да, | 


+е, (28 ‚ т 99 


(4) R PÄ 的 表达 式 
НЕЕ АА Ан PA 的 同样 方法 ,我 们 可 以 立即 写 出 : 
тА = grad div — rot rot А 


2а 2сірб 2 да 
= e, | ya, — 29 — BL а — e 
(v r? г? 9 м 80 
? да, +. 2 да, 
一 一 一 十 е “а + = са, 
т?сіп 9 дф 1 У 8 3 86 
a 2 сов Ө даз | 
г? 51026 risinD дф 
е, (уга -2 да, 22086 
r sin? Оф г‘: 
+ 2 cos Ө 880) 
"21:06 Оф 


(5) Ж grade, , grades grade, ВУЗА, 
ЖЕ (6-32 tH ‚Фа TIR е,,6ә,6; MURER 


еге 
grade, = 49% - S Š> 
r r 


grade, = — 9% 4 Cee 
F г trg 


+ $45 = 


eE еге 
grade, = — SP5 — ҮС 
r r tg 0 


6-11 grada, div Á, гот А , V'À TE- - 般 正 交 有 曲线 
坐标 系 中 的 表达 去 


Ая ЕР ЕЕ РЕНА, АЗЕ 25 НН EER АНЯ 

下 ， 我 们 可 以 这 样 来 推导 出 grada,divA,rotA ,DA 的 表达 去 ; 
令 

А = е а, + ea, + ea, 


а = ое, +. z,e, + a,e, 


III] 

grada = Pu да + е, да е, ба 

L, Ом L, 617 L Ош 
div Á = t И O(L Leap) 十 O(L,L,a, ) 

L.L, Он Әр 
+ OC өлгі 
Ою 
| г.) L,e, е, 
9 9, 9 


Ән ðv w 


L a, „а, LA 
ДАЖ а 展开 成 


а — “че, + С.Е, + аш, 


或 将 а,,а,,а, 展开 成 


a, = a, €, + a, e, + а„„е„ 


W Ó“ V 


а, == a, €, + a , @ =, + G , @ Š, 
а„ = Ons + a, ,е,--а,,е 


г Аии ш 


并 将 它们 代入 上 述 三 式 , 然 后 再 利用 е,,е,,е, ДК, 经 过 代 


数 变换 ,就 能 得 到 grada, 1А аА 的 公开 形式 了 。 由 于 公式 比 
за, БИЖАН НЕТ. 


. 346. 


6-12 РГЕН Н.Эцэт STARS 


ІН е Н, БЇЇ ЯК ЕО ЖЕ ДО ЖН TH ЫЗ YT 
НОЧЬ Яз ВУ ЛЕЙЛА М. Ц, W hE AEREA CGR: 
Fa Ы P KEE дА О АНУ, Хи ТЕ А ЛА 
数 ， 而 用 起 点 和 终点 部 可 以 独立 地 选 定 ， 表 示 起 点 利 终点 学 标的 
ХАРЖ, ШАМАЛАЙ ҮН. ИЕН ТЕН 
ЕА НУРЕ, ЛЕЯ КАСЫ АЙЫН, 显然 可 以 写 
БОТАН алт МАРАЛ, HR, ВНЖ НИЕ ИН 
МАЕК НУРЕ J A ЕЕ ЫЫ ИНЭЭ  ХЄТСЛЧ,ЛХЛГЭЁЁДЭЖ 
НЭРЭ АПАСЫ ВУ РА, ЗИ ВЕНЕ ЕЕ ЗЕНА. 
Нега, ВМ ЭД ЯН ТЕШ 2 3 р ЭХ Ї  , 另 一 
АВЛА АИ У ЖАНА ЕЕ, НА Т САЛЖ ЛАШ ыд: ШП Br. 5 

参量 的 值 可 任意 选 定 ， 但 在 选 定 的 坐标 系 内 进行 微分 运算 时 ， 

些 参 组 是 不 受 微 分 影响 的 。 

Е-Е Жа, БЖ (x,y,z) ПЖ, ВШ 

а--а(х,у,:) 
RRRA- TERRAN b, TE Cx ,yy ,zs МОД, ЫП 
b= (+ ,y ,z') 
ЖН (х,у,2) ЖІ (z',y',z) МН E Үг, МИН БОУЫ НН] 

TA ШОХ ЫЛ ЖЕШ ХОЗЕ аЬ 一 А 是 两 组 独立 坐标 的 
ра, Fu 

А == а(х,у,х)Ь(г',у', 27) 
rn Z a Et WI] E: 
А- Бх ух а(х,у,ж) 

ЕҢ ЕЕ ОН ЕНЕ ЫЫ, БЕП 
< 入 的 散 度 和 旋 度 问题 ， 
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БЖ Ж ЛЫН ААХ АЙК) Gyr), ТЕХ U PER Н 
АРАП v AÁ Жат. 
ЖЖ v + À м. 
У.А = у. А = у. laly, blr ,y ,z")] 
— [V - а(х,у, х) ТЫС, у.х) 
= ГУ» alx, y, z )ЇВ(Х,У,л ) 
= dival х,у, zbir ,у, =) 
这 里 ,因为 相对 于 《x,y,z) ФЕ, Ь(х,у, Ев, 所 
以 Te а(х,у,2) ШН у •абх,у,х) ҖЫ СТ СУ НИЕ 3). 
可 见 结 果 是 一 个 天 量 B(x',Y ,zx'》 张 上 标量 Яуа(х,у, 2 ЛЕ 
RË. 


再 求 了 的 转 置 А ZE (х,у,2) 坐标 系 内 的 散 度 : 


ү-А-<.А- F- [b(z,y аӘа(х,у,2)1 
= [Y + Б(х’,у’,=]а(х,у,=) 
ЮУ (х,у,2) ШЕЕ БС’, у’, =’) ЖНЖ, MADEE (х,у,2) 
АА А ТЕ НӘ, И 
9.’ у’, =) = 0 
政 


ын 
>; 
! 


НІШ, Ху. 
ВТЕ рТ ЖАНУ А 96 0) (х,у аа), ПЕР АЕК ЖА 
内 的 散 度 ,我 们 用 У’. А 来 表示 : 
А = 9. А – у. а(х, у, УБХ ya] 
= |57”. alx, y 2 ОІҺСх,у,22 
= 0) 
因为 59”»- а(х,у, 2) = 0, ЇЕЖ, 
тА .A TI. blr ,y ,г?УаСх,у,271 
= |”. bir ,y z а(х, у, =) 
== |”, (х,у, z lacr, yz) 
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| 1. х,у, а(х, у, 2) 
I-RE. 
ТА ЕО А Ha ë EE (А, 
ЧЕ (x,y,z) 坐标 系 内 ， 
үхА-УхА- V x lalz, y, Db ys 
= [N х a(x,y,z)]b(x' ,y ,z') 
= [V X асх,у,4 ОТЬ(х”,у”,27) 
== rüta(rx,y,z)b(+ ,y ,z') 
ЯГ 2 х-н, Ни, 


УХА = Ух А ~ V х {br,y,z )a(x,y,x)] 
= [V X b(r,y z lale, yz) 
= ба(х,у,2) == 0 
MARIE 
在 《x зууг) ҚАЗА ЖАГУ › 
хА-УхА 
= x x [a(x,y,z)b(x',y ,z')1 
= |57 х a(x,y,z)]b(x,y,z) 
= 0 
可 见 А 的 旋 度 为 0。 
үх А = ` x А 
= x x |ІЬ(<,у”,2Са(х,у,2)) 
= | X (х,у, 2 )]а(х,у,в) 
= [V хЬХ,у, alx, yz) 
= госЬ( 2", у", z а(х,у, а) 


可 见 在 (х,у, BRAD, А ЕН AAR., 
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